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本 书 特色 


本 书 描述 了 通信 网络 和 计算 机 系 
统 性 能 分 析 的 一 些 主要 数学 工具 
通信 网 络 和 计算 机 系统 已 经 变 得 
用 户 的 随机 行为 以 及 低 
0 算法 等 所 导致 的 统计 资源 
影响 服务 质量 
绍 排队 论 的 主要 成 果 ， 
这 对 上 述 这 些 系统 的 性 能 分 析 是 
有 用 的 。 对 于 可 靠 的 定量 分 析 
(dimensioning) 规则 和 工程 方法 的 
开发 ,这些 数学 工具 起 到 关键 性 作 
用 。 许 多 范例 形象 地 展示 了 这 些 工 
具 的 实际 用 途 
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络 ， 体 现 了 在 网 络 
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[ 程 设计 、 规 划 、 架 构 、 测 量 、 控 制 等 领域 中 业务 量 建 模 和 性 能 评估 的 
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1 在 春运 时 节 网 上 订 ) 


世界 的 不 公 平 ， 加 快 处 二 
本 书 分 为 两 部 分 : 马尔 科 夫 到 
章 到 第 4 章 使 用 概率 论 昌 


译 者 


E 论 及 其 在 
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和 首要 任务 。 
次 机 、 骨 了 


因特网 渗透 到 了 我 们 生活 的 方方面面 : 衣食 住 行 ， 我 们 都 需要 她 的 帮忙 。 当 我 
车 票 、 飞 机票 时 ， 在 票务 系统 中 来 自 全 国 各 地 的 订 票 请 求 就 
纷 至 但 来 ， 可 能 达到 每 秒 数 万 次 ， 该 票务 系统 能 否 服务 这 么 多 的 请 求 、 是 否 会 出 现 
订 票 错误 等 ， 就 是 分 布 式 系统 性 能 分 析 上 
务 系统 的 过 程 中 ， 会 经 过 接 入 网 内 的 交 3 
在 这 些 设备 中 ， 报 文 要 经 历 排 队 等 待 ， 我们 所 体验 到 的 就 是 请 求 的 响应 时 间 ， 响 应 
时 间 的 长 短 是 网 络 传输 、 订 票 系统 处 理 的 综合 衡量 和 
牛 时 ， 就 又 出 现 了 请 求 报 文 的 所 谓 插队 现象 (高 优先 级 请 求 ) ， 我 们 会 对 此 不 平 。 
昌 是 ， 这 些 现象 背后 蕴涵 着 哪些 实质 性 的 原理 ， 如 何 利 用 科学 技术 手段 ， 避 免 网 络 
速度 ， 提 高 业务 体验 ， 正 是 网 络 性 能 分 析 的 目的 所 在 。 

务 量 和 通信 网 络 中 的 应 用 。 本 书 第 1 
和 基本 表示 法 ， 给 出 马尔 科 夫 理论 的 主要 结果 。 


当 我 们 的 请 求 报 文 在 传输 到 票 
F 网 中 的 路 由 器 等 路 由 交换 设备 ， 


间 标 。 当 有 人 利用 浏览 器 抢 票 插 


第 5~11 章 


专门 论述 业务 量 和 通信 和 网络， 体现 了 在 网 络 工程 设计 、 规 划 、 架 构 、 测 量 、 控 制 等 
领域 中 业务 量 建 模 和 性 能 评估 的 重要 性 。 
本 书 由 王 玲 芳 负 责 1 ~5 章 翻译 、 全 书 统 稿 和 校对 工作 ， 冯 玉 芬 负责 6 ~11 章 


的 翻译 工作 。 本 书 在 翻译 过 程 中 ， 王 弟 英 、 李 虹 、 游 庆 珍 、 李 传经 、 
潘 东 升 、 吴 环 等 同志 参加 了 部 分 的 翻译 工作 ， 在 此 表示 感谢 。 同 
版 社 ， 感 谢 出 版 社 的 编辑 和 相关 同志 。 

的 内 容 仅 代表 作者 个 人 的 观点 和 见解 ， 并 不 代表 译 
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者 及 其 所 在 单位 的 观点 。 另 外 ， 由 于 翻译 时 间 比 较 仓 促 ， 叭 漏 错 误 之 处 在 所 难免 ， 


敬 请 读者 原谅 和 二 
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2013 年 政 北 京 


原 书 库 


当 提 到 排队 时 ， 进 入 人 们 脑海 的 第 一 个 想法 是 日 常生 活 中 的 排队 : 在 超市 、 机 
场 、 银 行 等 处 的 排队 。 要 想象 用 于 计算 机 系统 和 通信 网 络 中 的 排队 ， 是 比较 困难 
的 。 但 是 ， 这 些 排 队 对 于 平稳 的 系统 运行 和 良好 的 性 能 ， 是 至 关 重 要 的 。 相 比 于 日 
常生 活 中 的 那些 排队 情形 ， 在 计算 机 系统 和 通信 网 络 中 的 那些 排队 是 更 加 多 样 化 的 
和 精巧 的 ， 这 就 像 比 特 和 数据 报 要 比 人 类 更 灵活 是 一 样 的 道理 。 

因为 业务 量 是 随机 的 ， 所 以 排队 分 析 依赖 于 概率 论 ， 更 具体 而 言 ， 依 赖 于 马尔 
科 夫 理论 。 这 个 理论 具有 一 条 非常 简单 的 原理 ， 但 却 具 有 广泛 的 应 用 ， 因 此 在 近 一 
个 世纪 以 来 ， 成 为 计算 机 科学 和 联网 的 一 个 基础 工具 ， 而且 也 是 其 他 科学 领域 
(例如 统计 学 、 物 理学 、 生 物 学 和 经 济 学 ) 的 基础 工具 。 在 本 书 的 前 四 章 ， 我 们 仅 
使 用 概率 论 的 基本 表示 法 ， 给 出 马尔 科 夫 理论 的 主要 结果 。 

专门 讨论 业务 量 和 通信 网 络 的 章节 源 于 我 们 在 法 国电 信 实 验 室 的 工作 经 验 ， 在 
这 里 我 们 体验 到 网 络 工程 所 有 领域 中 业务 量 建 模 和 性 能 评估 的 重要 性 ， 这 些 领 域 包 
括 设 计 、 规 划 、 架 构 、 测 量 控制 等 。 对 于 作为 通信 网 络 的 那些 巨型 系统 的 每 部 分 分 
析 ， 使 我 们 可 更 好 地 理解 它们 的 全 局 行为 ， 并 最 后 来 改进 这 些 系统 的 性 能 。 
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1.1 动机 


网 络 性 能 分 析 和 基础 的 排队 理论 ， 是 在 20 世纪 初 诞生 的 ， 当 时 两 名 斯 堪 的 纳 
维 亚 工 程 师 爱尔兰 〈Erlang) 和 恩 格 塞 特 (Engset) 9 独立 地 发 现 了 计算 电话 呼叫 拒 
绝 率 的 非常 近似 的 公式 。 自 此 以 后 ， 他 们 的 结果 在 分 析 ( dimensioning ) 电话 网 络 
中 给 定 某 种 期 望 的 需求 和 目标 呼叫 拒绝 率 条 件 下 ， 找 出 最 优 容量 方面 是 有 指导 意 
义 的 。 

如 今 ， 通 信和 网 络 和 计算 机 系统 的 工程 ( 由 资源 共享 算法 和 流量 控制 方案 的 分 
析 和 设计 两 方面 组 成 ) 方面 ， 依 赖 于 由 排队 论 派生 的 数学 工具 。 本 书 的 目标 是 描 
述 这 些 工 具 中 的 一 些 工 具 ， 并 表明 在 求解 实际 的 工程 和 性 能 问题 中 如 何 使 用 这 些 
开具 


-vo 


1.2 网 络 


粗略 来 说 ， 共 享 通信 网 络 的 资源 有 两 种 技术 . 

一 一 “电路 ”技术 ， 是 这 样 组 成 的 : 在 任何 通信 之 前 ， 预 留 资源 ， 一旦 预 留 
完成 ， 就 沿 建 立 的 电路 传递 信息 ; 

一 一 “ 报 文 ”技术 ,在 没有 任何 提前 预 留 的 条 件 下 ， 发 生 通 信 ， 以 独立 报 文 
的 形式 传递 信息 ， 受 到 报 文 到 目的 地 路 径 上 拥塞 延迟、 丢失 ) 的 约束 。 

简 而 言 之 ， 这 是 〈 公 共 交 换 ) 电话 网 络 和 IP 网 络 之 间 的 主要 差异 : 带宽 预 贸 
原则 与 带宽 共 孚 原则 ， 可 访问 能 力 (accessibility) (呼叫 拒绝 率 ) 问题 与 速度 〈 比 
特 率 ) 和 完整 性 〈 报 文 延迟 、 报 文 丢失 率 ) 等 问题 。 

在 实际 中 ， 电 路 模式 和 报 文 模式 之 间 的 边界 并 不 是 如 此 巨大 〈distinct) 。 例 
如 ， 多 协议 标签 交换 (MPLS) 技术 使 用 IP 中 的 虚 电路 ; 3G 无 线 接 入 网 络 同时 使 
用 电路 模式 和 报 文 模式 ; 在 出 现 拥塞 时 ， 一 个 因特网 服务 提供 商 可 阻塞 一 些 视频 连 
续 流 ， 而 每 个 连续 流 构成 IP 网 络 中 的 一 个 虚 电 路 。 存 在 许多 这 种 范例 。 但 是 ， 电 
路 模式 和 报 文 模式 之 间 的 这 种 宽泛 分 类 是 非常 有 用 的 。 它 对 应 于 我 们 将 研究 的 两 种 


© Agner Krarup Erlang, 丹麦 工程 师 和 数学 家 (1878-1929 ) 。 
日 Tore Olaus Engset， 挪 威 工程 师 和 数学 家 (1865-1943 ) 。 
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b) 报 文 模式 


到 1-1 通信 技术 


流量 模型 

一 一 在 电路 模式 中 ， 第 8 章 描述 的 爱尔兰 模型 及 其 扩展 ; 

一 一 在 报 文 模式 中 ， 第 9 章 针 对 实时 业务 量 (语音 、 视 频 ) 和 第 10 章 针 对 弹 
性 (elastic， 即 变化 较 大 ) 业务 量 (文件 传输 ) 的 IP 业务 量 模型 。 


1.3 业务 量 


网 络 性 能 主要 是 由 用 户 行为 导致 的 随机 业务 量 波动 所 驱使 的 。 例 如 在 1917 年 ， 
爱尔兰 为 了 找到 他 的 公式 ， 假 定 呼叫 到 达 遵 循 一 个 泊 松 过 程 S9， 并 具有 指数 时 长 ?。 
图 1-2a 给 出 这 样 的 一 个 呼叫 序列 ， 呼 叫 的 时 长 由 水 平 条 的 长 度 表 示 。 这 些 假定 使 
爱尔兰 可 应 用 田 新 的 马尔 科 夫 理论 2 ， 并 就 可 用 电路 数 和 业务 量 强 度 (traffic inten- 
sity) 方面 推导 呼叫 拒绝 率 。 

另外 ， 爱 尔 兰 注意 到 ， 除 了 均值 外 ， 他 的 公式 对 呼叫 时 长 的 分 布 是 “不 敏感 
的 ”。 在 40 年 后 被 形式 化 证 明 的 这 个 性 质 9， 表 明了 爱尔兰 公式 的 简单 性 和 可 靠 性 
(robustness ) ， 该 公式 仅 依赖 于 业务 量 强度 ， 而 不 像 呼叫 时 长 那样 依赖 于 精细 的 业 


唱 在 第 2 章 ~ 第 5 章 ,我 们 将 讨论 这 些 概 念 。 
© B.A. Sevastyanov, An Ergodic Theorem for Markov Processes and its Application to Telephone Systems with 
Refuals (马尔 科 夫 过 程 的 遍历 定理 及 其 带 有 拒绝 的 电话 系统 应 用 ) ，1957。 
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量 统计 特征 。 这 也 解释 了 为 什么 这 个 公式 如 今 仍然 还 在 使 用 ， 虽 然 如 今 的 电话 流 
量 与 爱尔兰 时 期 的 电话 业务 量 没有 什么 关系 。 


hp, 


| 本 
hh 


时 间 /min 时 间 /min 
a) 电话 业务 量 b) 数据 业务 量 


图 1-2 ”业务 量 的 随机 本 质 


类 似 地 ，IP 网 络 的 性 能 取决 于 业务 量 的 随机 本 质 。 例 如 ， 图 1-2b 给 出 依据 泊 
松 过 程 到 达 的 数据 流 ， 它 具有 指数 尺寸 (以 字 节 表示 的 大 小 体积 ) ， 在 图 中 以 垂直 
线 的 长 度 表 示 。 我 们 将 看 到 ， 在 数据 流 共享 带宽 方式 的 一 些 假 定之 下 ， 除 了 均值 
外 ， 多 数 性 能 指标 对 于 流 尺寸 的 分 布 也 是 不 敏感 的 ， 它 们 仅 通 过 业务 量 强 度 而 取决 
于 业务 量 统计 特征 。 这 些 结果 可 被 看 作爱 尔 兰 公 式 对 IP 网 络 的 目 然 扩展 ， 具 有 同 
样 令 人 期 望 的 简单 性 和 可 靠 性 特征 。 


1.4 队列 


在 报 文 交换 网 络 中 ， 队 列 无 处 不 在 。 它 们 处 于 任何 计算 机 、 交 换 机 、 路 由 器 和 
接 入 点 的 核心 部 分 。 这 是 共享 策略 通过 报 文 调度 和 主动 的 (active) 队列 管理 而 实 
施 的 位 置 。 更 一 般 而 言 ， 共 享 相 同 链 路 的 一 个 数据 流 集合 ， 由 于 链 路 容量 约束 ， 可 
被 看 做 是 一 个 虚拟 队列 ， 每 条 流 所 需 的 服务 对 应 于 一 定数 据 量 的 传递 。 
通过 扩展 ， 电 路 交换 网 络 的 模型 (其 中 接纳 呼叫 或 拒绝 呼叫 ) 可 被 看 做 是 特 
定 的 队列 ， 其 中 顾客 不 会 等 待 ， 但 可 能 丢失 。 正 式 地 说 ， 我 们 应 该 称 之 为 “丢失 
的 ”或 “等 待 的 ”队列 ; 普遍 使 用 的 是 比较 简单 的 术语 “队列 ”。 


1.5 本 书 的 结构 


本 书 结构 如 下 : 


网 络 性 能 分 析 原 理 与 应 用 


第 1 章 : 引言 ; 

第 2 章 ~ 第 5 章 : 泊 松 过 程 和 马尔 科 夫 理论 ; 
第 6 章 和 第 7 章 : 排队 理论 的 组 成 ; 

第 8 章 ~ 第 10 章 : 业务 量 模型 ; 

第 11 章 : 将 理论 应 用 到 网 络 的 情形 。 

各 章 之 间 的 关系 如 下 所 示 : 


LI: | 


2. 指 数 分 布 4 马尔 科 夫 链 


3. 泊 松 过 程 5. 马 尔 科 夫 过 程 


| sma | 


7. 排 队 网 络 


9. 实 时 业务 量 10. 弹 性 业务 量 


11. 网 络 性 能 


每 章 〈 本 章 除 外 ) 都 包含 带 有 练习 的 解 的 一 系列 练习 。 在 整 部 书 中 ， 我 们 使 


用 缩 略 语 a. s 表示 “几乎 确定 的 ” (almost surely) 和 i id 表示“ 独立 同 分 布 的 ” 
(independent and identically distributed) 。 我 们 以 1 ( . ) 表示 指标 孔 数 , 以 PP (: ) 
表示 概率 ， 以 下 ( . ) 表示 期 望 。 


1.6 参考 文献 
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我 有 一 个 美好 的 回忆 ， 我 忘记 了 一 切 9 
阿尔 方 斯 . 阿 莱 (Alphonse Allais) (1854-1905 ) 


我 们 首先 讨论 指数 分 布 的 定义 和 主要 性 质 ， 指 数 分 布 是 泊 松 过 程 和 马尔 科 夫 过 
程 研究 的 关键 部 分 。 


2.1 定义 
我 们 称 一 个 非 负 随机 VieR ,变量 X 具 有 参数 和 >0 的 指数 分 布 ， 如 果 : 
人 VieR, 
这 个 分 布 的 密度 由 下 式 给 
ee pe VieR, 
的 均值 和 方差 由 以 下 两 式 给 定 


E(x) = | f(a = 


Ws | PA) dt ~ ECX)? 二 
例如 ， 在 物理 学 中 使 用 指数 分 布 来 表示 一 个 粒子 的 寿命 。 那 么 参数 入 就 对 应 
于 粒子 衰老 (ages) 的 速率 。 粒 子 的 半衰期 (half-life) 定义 这 样 的 时 间 t, 使 P 
(X>i) =1/2， 即 1=1In(2)A 和 A， 如 图 2-1 所 示 。 
P(X>D 
1.0 


0.8 


0.6 


+ + + 
0 1 2 3 4 5 fi 


图 2-1 带 有 参数 入 =1 和 半衰期 的 指数 分 布 


日 正文 中 的 内 容 原 为 法 语 。 


2.2 离散 类 比 


虽 数 分 布 在 时 间 上 是 连续 的 ， 而 几何 分 布 在 时 间 上 是 离散 的 。 一 个 正 整数 随机 
变量 外， 有 人 参数 pe (0， 1] 的 几何 分 布 ， 如 果 
P(X=n) =p(1-p" ， Vnz1 
或 等 价 地 ， 如 果 : 
P(X>n)=(1-p)", VneN 
的 均值 和 方差 分 别 由 以 下 两 式 给 定 
1 


ED = Znpl-p)"" = 


var(X)= Zp -Dr = E(X)? = a 


因此 ， 如 果 p 表示 赢得 彩票 的 概率 ， 则 XX 就 给 出 了 获胜 所 必需 的 尝试 次 数 的 分 
布 。 当 p 较 小 时 ， 几 何 分 布 通 近 (approximation) 于 指数 分 布 ， 如 图 2-2 所 示 。 


0 1 2 3 4 5 I 


到 22 几何 分 布 对 指数 分 布 的 逼近 


形式 化 而 言 ， 具 有 参数 p(r) =Ar ( 式 中 ,和 是 一 个 固定 的 正 参数 ，r 是 一 个 
ee es 个 几何 随机 变量 ， 由 X'" 表 示 。 当 7 趋 近 于 零 时 ， 实 数 随机 
变量 (XX) "7 在 分 布 上 趋 近 于 带 有 参数 和 的 一 个 指数 随机 变量 。 
P(XoOr>D =(1-p Toe *, VieR, 


2.3 一 个 无 记忆 分 布 


几何 分 布 是 无 记忆 的 : 廊 得 彩票 所 必 和 需 的 尝试 次 数 独立 于 过 去 的 尝试 次 数 。 指 
数 分 布 也 满足 这 个 无 记忆 性 质 . 


8 网 络 性 能 分 析 原 理 与 应 用 


P(X>s+tlX>s) =P(X>1), Vs,teR, 
这 在 图 2-3 中 表示 : 给 定 事件 XX>s， 随 机 变量 X-s 有 一 个 具有 参数 入 的 指数 
分 布 。 


4 
图 23 无 记忆 分 布 : 随机 变量 会 忘掉 它 的 过 去 


将 随机 变量 X 的 累积 分 布 反 函数 表示 为 f(t) =P(X>t)， 并 观察 对 于 所 有 的 
seR,, 使 f(s) >0， 则 有 
Fl(s+t 
P(X>s+tlX >s) 
无 记忆 性 质 等 价 于 函数 方程 式 : 
F(s+t)=F(s)F(t), Vs,teR, 
旧 数 函数 是 这 个 方程 式 的 唯一 解 。 因 为 R(0) =1 季 为 减少 的 ， 则 存在 一 个 
常数 入 >0， 使 
F(t)=e”, VieR, 
这 个 无 记忆 性 质 的 一 个 直接 后 果 是 ,一 个 指数 分 布 的 随机 变量 可 由 其 在 时 刻 
i =0 的 行为 加 以 描述 。 因 此 ， 如 果 半 表示 一 个 粒子 的 寿命 ,那么 这 个 粒子 以 恒定 
速率 人“ 死亡”， 独 立 于 其 年 龄 : 
P(X<1) =1-e ”=At+o(t) 


2.4 指数 变量 的 最 小 值 


令 针 ，…， Xk 是 参数 分 别 为 A，…，Ax 的 天 个 独立 指数 随机 变量 ， 我 们 以 和 
表示 这 些 参 数 之 和 ， 则 这 些 随 机 变量 的 最 小 值 式 满足 : 
P(X <1t,X=X) =P(X > 用 和 三 和 XI) 


本 
—Als _ —A2s —Ag 
=| Mle 'e 2…e Kds 
t 


= | Aied 
或 
= 0 vieR, 


因此 ,随机 变量 XX 有 一 个 具有 参数 和 的 指数 分 布 ,并 以 概率 AMA 而 等 于 XX , 且 
独立 于 的 数值 。 等 价 地 ,具有 相应 超时 速率 和 A ,……,Ax 的 一 组 天 个 指数 定时 器 , 形 
成 超时 速率 为 A 的 一 个 指数 定时 央 ,每 个 定时 器 作为 第 一 个 超时 的 概率 正比 于 它 的 
速率 。 


0 1 2 3 4 Se ft 


图 2-4 具有 参数 和 =1 的 指数 分 布 及 其 在 时 刻 1=0 的 行为 


这 个 性 质 可 扩展 到 指数 变量 Xi,X,… 的 一 入 N  ， 
个 无 穷 序列 ,前 提 条 件 是 它们 的 参数 之 和 是 有 
限 的 : 


1 
1 
上 
上 


X2 


这 个 序列 的 最 小 值 有 一 个 带 有 参数 的 指 1! ; 
数 分 布 ， 并 以 概率 Ax/A 等 于 该 序列 的 第 个 图 25 具有 一 个 指数 分 布 的 各 独立 
Se # 数 随机 变量 的 最 小 值 


1 1 

oo 1 i 

A= > AN < oa | | 
k=1 1 X=Imin(CXl X2) 


2.5 指数 变量 之 和 


令 XX，X,，… 是 带 有 参数 和 的 独立 同 分 布 指数 随机 变量 的 一 个 序列 。 我 们 关 
注 这 个 序列 的 前 项 之 和 5S,， 条 件 是 5S, =0。 对 于 任何 上 >0， 我 们 以 W(z) 表示 整 
数 n， 使 5,<t<5, ,1。 这 个 随机 变量 有 一 个 带 有 均值 At 的 泊 松 分 布 : 
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P(N(1) = n) 

= P(S, 1 < 5,,) 

=| A"e Me Me NTA dt eedt, 
t1+*** +tnst 


= | di …dt， 
tt tt st 


我 们 推导 得 到 ; 
i 5 P(NG) = 8) = ev“ 人 1 + At + + 
因此 ,nn 个 超时 速率 为 和 的 连续 指数 定时 器 的 一 个 序列 ， 有 一 个 带 有 参数 n， 
A 的 爱尔兰 分 布 9©。 


I XI 2 X3 


S$3 =X1 + X2 + Xa 


1 
} 
上 
1 
1 


图 2-6 指数 随机 变量 之 和 有 一 个 爱尔兰 分 布 


2.6 指数 变量 的 随机 和 


现在 考虑 序列 X，X,，… 的 前 N 项 之 和 5S， 其 中 是 带 有 参数 pe (0, 1] 的 
一 个 几何 分 布 随机 变量 。 因 此 ， 随 机 变量 5 等 于 郊 的 概率 为 p， 等 于 XX + 的 概 
率 为 p(1-p) 等 。 随 机 变量 $ 有 一 个 参数 为 pA 的 指数 分 布 : 


P(S >1) = py —-p)"P(S, >1) 


国 k 
二 》 em ((1 了 三 EL Vi ce R_， 


外 ”爱尔兰 分 布 是 形式 参数 (这 里 是 ") 为 一 个 整数 的 Gamma 分 布 。 
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因此 ， 在 每 个 超时 时 间 以 概率 1 -p 重新 初始 化 的 速率 为 A 的 一 个 指数 定时 屁 ， 
形成 速率 为 pA 的 一 个 指数 定时 器 。 


1 1 X2 X3 


S 
图 2.7 指数 随机 变量 的 一 个 几何 数 之 和 ， 具 有 一 个 指数 分 布 


2.7 一 个 有 限 的 分 布 


令 XX 是 一 个 正 实数 随机 变量 ， 它 的 累积 分 布 反 函数 (1) =P(X>1) 满 足 
F(0)=1, 并 在 t=0 处 有 一 个 负 的 有 限 导 数 。 对 于 所 有 的 n 宇 1， 令 蔗 ， 是 nn 个 独立 
同 分 布 随机 变量 的 最 小 值 ， 具 有 与 nX 相同 的 分 布 。 那 么 ， 当 n 趋 近 于 无 穷 时 ， 闷 
在 分 布 上 趋 近 于 带 有 参数 入 = -7'(0) 的 一 个 指数 随机 变量 . 


P(X, >1) =P(nX >1)"=F [总 ) ee *”, VieR, 


因此 ， 大 量 独立 同 分 布 的 “ 慢 ” 随 机 定时 器 ， 形 成 一 个 指数 定时 需 ， 其 速率 
取决 于 这 些 定时 器 在 时 刻 1=0 的 超时 速率 。 


图 2-8 大 量 “ 慢 ”随机 变量 的 最 小 值 具有 一 个 指数 分 布 


2.8 一 个 “恰好 的 ”(very) 随机 变量 


指数 分 布 是 在 R, 上 具有 相同 均值 密度 的 所 有 分 布 间 ， 有 最 大 烂 的 分 布 。 具 有 
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密度 /的 一 个 正 实数 随机 变量 X 的 炳 定义 为 : 
h(xX) =- | A mA ) dt 
因此 ， 具 有 参数 >0 的 一 个 指数 随机 变量 X 的 精 给 定 如 下 : 
h(X) =-imGOD + | MrxAe Wd =1-m(A) 
现在 对 于 R, 上 的 所 有 密度 函数 {/、g， 满 足 Gibbs 不 等 式 : 
| ,ADm(fB)u > 
当 且 仅 当 /=g 时 ， 等 式 成 立 。 将 这 个 不 等 式 应 用 到 g(1) =Ae-”"， 对 于 具有 密度 / 
和 均值 1/4 的 任意 随机 变量 X， 可 得 到 
hnX) = FD ds- A gn) ) de =1-Im(A) 
当 目 仅 当 是 一 个 指数 随机 变量 时 ， 等 式 成 立 。 


2.9 本章 习 题 


1. 一 个 粒子 的 寿命 

一 个 粒子 具有 参数 为 A 的 指数 寿命 ， 计 算 它 的 半衰期 。 在 其 半衰期 之 后 ， 该 
粒子 的 期 望 寿命 是 多 少 ? 

2. 离散 化 

令 计 是 一 个 参数 为 A 的 指数 随机 变量 。 证 明 对 于 任意 7 >0, | X/7」 具有 一 个 
参数 为 1 -e-“ 的 几何 分 布 。 当 7 等 于 外 的 半衰期 时 ， 给 出 + 『X/r 1 的 期 望 值 。 

3. 照明 

两 个 灯泡 分 别 具 有 1000 小 时 和 2000 小 时 的 平均 寿命 。 假 定 每 个 灯泡 的 寿命 具 
有 一 个 指数 分 布 ， 平 均 而 言 ， 何 时 有 必要 替换 两 个 灯泡 中 的 一 个 灯泡 ? “长 寿命 ” 
灯泡 必须 被 首先 蔡 换 的 概率 是 多 少 ? 

4. 最 小 值 定律 

令 和 已 和 总 分 别 是 相应 参数 为 p, 和 p, 的 两 个 独立 几何 随机 变量 。 随 机 变量 
和 =min(X ，X,) 的 分 布 是 什么 ?使 用 这 个 结果 ， 推 导 多 个 指数 随机 变量 的 最 小 值 
的 分 布 。 

5. 稀有 事件 

均匀 分 布 于 [1，100] 上 的 100 个 独立 随机 变量 的 最 小 值 的 近似 分 布 是 什么 ? 

6. 同步 

令 XX 和 XX, 分 别 是 相应 参数 为 和 A， 和 A, 的 两 个 独立 指数 随机 变量 ，X, = 总 的 


概率 是 多 少 ? 
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7. 等 待 一 辆 公交 车 的 等 待 时 间 
等 待 一 辆 公交 车 的 等 待 时 间 X， 具 有 参数 为 a >0 的 一 个 Pareto ( 帕 累 托 ) 


Be | Vi>B 


对 于 某 个 B>0。 证 明 给 定 和 > 时， 对 于 所 有 上 >0 的 >s +i 概率 是 一 个 5 的 增 函 
数 。 换 名 话说， 等 待 公交 车 的 时 间 越 长 ， 则 可 能 进一步 等 待 的 时 间 就 越 长 。 如 果 攻 
具有 [0，1] 上 的 一 个 均匀 分 布 ， 则 情况 仍然 还 是 这 样 吗 ? 


2. 10 “习题 解答 


1. 一 个 粒子 的 寿命 

令 X 是 粒子 的 寿命 。 因 为 了 具有 一 个 参数 为 A 的 指数 分 布 ， 则 其 半衰期 由 上 = 
In(2)AA 给 定 。 指 数 分 布 是 无 记忆 的 ( 见 2.3 节 )， 所 以 在 其 半衰期 之 后 ， 粒 子 的 
期 望 寿命 是 不 变 的 ， 且 等 于 1/A。 


2. 离散 化 
我 们 有 
Vn=1 P|( X 及 
九 三]， [全 |]|=nj= P(n-l1 < X/7n) 
T 
三 和 ed 
(m-1)7 

(1 = ee )e "Vr 


这 是 一 个 参数 为 1 -e 一 的 几何 分 布 。 对 于 7 =In(2)/AA， 我们 得 到 
(rf = 2 


因为 7 的 相对 较 大 的 数值 ， 所 以 会 存在 偏差 。 > 7 一 0 时 ， 这 个 偏差 消失 。 

3. 照明 

我 们 这 里 使 用 2. 4 节 给 出 的 两 个 指数 变量 的 最 小 值 性 质 。 灯 泡 的 寿命 具有 参数 
分 别 为 ,= 1Z1000h 一 和 A，= 1/2000h 一 的 指数 分 布 ， 在 参数 为 和 = A +A，= 
3/2000h 的 指数 时 间 〈 即 平均 200073 小 时 =666 小 时 ) 之 后 ， 两 个 灯泡 之 一 必须 
被 替换 。 长 寿命 灯泡 必须 首先 被 蔡 换 的 概率 等 于 A/A， 即 1/3。 

4. 最 小 值 定律 

使 用 XX 和 XX 的 独立 性 ， 我 们 得 到 

P(X>n) =P(X >n,X, >n) 
= 了 (X >n)P(X, >n) 


=((1-p1)(1-p,))", VneN 
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所 以 有 一 个 参数 为 p, +p, -pip, 的 几何 分 布 。 
如 在 2.2 节 给 出 的 情况 ， 对 于 任意 足够 小 的 r， 我 们 定义 参数 分 别 为 Ar 和 
A7 的 几何 分 布 的 两 个 随机 变量 为 YX” 和 Xl”。 我 们 知道 ， 当 7 趋 于 0 时 ， 这 些 随 
机 变量 的 分 布 趋 于 参数 分 别 为 A， 和 A, 的 指数 分 布 。 则 我 们 定义 和 7 = min(X'"， 
XL?)。 对 于 所 有 t >0， 我 们 有 


P(XD7>b = AT) 7 Gr 0 时 
因此 ，X'"7 的 分 布 趋 于 一 个 参数 为 A =A +A, 的 指 妆 分 布 
5. 稀有 事件 


以 2.7 节 的 观点 ,均匀 分 布 于 [0，100] 上 的 100 个 独立 随机 变量 的 最 小 值 ， 是 
作为 一 个 参数 为 1 的 指数 随机 变量 而 近似 分 布 的 。 
6. 同步 
我 们 有 
POX, = %) = [fi = 4) Ne me dnd 


= > = 1,) di dt 


=0 
因此 成 和 XX 是 几乎 确定 (a s) 不 同 的 。 对 于 具有 密度 的 任何 独立 实数 值 随机 变 
量 X、X,， 这 个 性 质 都 成 立 。 
7. 等 待 一 辆 公交 车 的 等 待 时 间 
可 观察 到 下 式 成 立 : 


P(X>s+tilX>s) 引 | 


随 s 增加 而 增加 。 
对 于 一 个 [0，1] 上 的 均匀 分 布 ， 我 们 有 了 P(X>i) =1-4 对 所 有 te [0，1] 

成 立 ， 使 : 
P(X>s+il 和 >s) = 


这 个 概率 随 * 的 增加 而 减 小 。 


第 3 全 泊 松 过 程 


现在 我 们 介绍 泊 松 过 程 ， 它 描述 了 随机 事件 的 次 数 ， 例 如 一 个 队列 中 顾客 的 
到 达 数 。 我 们 将 看 到 ， 这 个 过 程 是 简单 地 由 大 量 罕见 的 、 相 互 独立 的 事件 产生 的 。 
这 就 解释 了 为 什么 泊 松 过 程 在 物理 、 生 物 和 计算 机 系统 中 如 此 普遍 的 原因 。 


3.1 定义 


R ,上 的 一 个 点 过 程 (point process) 是 非 负 、 实 数 随 机 变量 的 一 个 增 序列 也 ， 
7,，7;，…， 这 些 变 量 代表 任意 事件 的 次 数 。 出 于 简单 性 考虑 ， 我 们 将 称 这 些 事 件 
为 到 达 。 令 7, =0， 我们 以 7;，7,;，73，… 表 示 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 ， 其 中 7, = 
7 -7,_1。 称 一 个 点 过 程 是 简单 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 n 二 0， 到 达 间 隔 时 间 r,，， 
7,,3，7,4,3，"… 序 列 与 初始 序列 7, ，7,，7;，… 具 有 相同 的 分 布 ， 且 过 程 的 到 达 间 
隔 时 间 是 几乎 确定 为 正 的 和 静态 的 。 

之 后 ， 我 们 将 过 程 的 强度 (intensity ) 定义 为 如 下 量 : 

二 
E(7) 
一 个 强度 为 A >0 的 泊 松 过 程 是 一 个 点 过 程 ， 其 到 达 间 隔 时 间 形 成 一 个 参数 为 A 的 
独立 指数 随机 变量 的 序列 。 它 是 一 个 简单 的 和 静态 的 点 过 程 。 
任意 点 过 程 也 可 由 其 计数 测量 入 来 描述 ， 定 义 为 
N(1) = >1(7 <1), VieR, 


对 于 满足 s<1i 的 所 有 s、i， 我 们 以 N(s, 1) = N(1) -N(s) 表示 区 间 (s, 4] 
中 的 到 达 数 。 如 果 在 给 定 N(s, 1) 三 1 条 件 下 ， 当 s 趋 于 1 时 ，N(s, 1) >1 的 概率 
趋 于 0， 则 过 程 是 简单 的 ， 如 果 对 于 满足 ; <t 的 所 有 ss、t ， 随 机 变量 N(s, 1) 具 
有 与 N(0, 1-s) 相同 的 分 布 ， 则 N(s, 1) >1 的 概率 是 静态 的 。 那 么 过 程 的 强度 
由 下 面 的 量 给 定 : 


A=E(N(0, 1)) 
一 个 强度 为 A >0 的 泊 松 过 程 是 一 个 点 过 程 ， 满 足 在 任意 不 交 区 间 中 的 到 达 数 是 独 


日、Simeon Denis Posisson， 法 国 数学 家 和 物理 学 家 (1781-1840 ) 。 
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立 的 ， 在 任意 区 间 (s, 1] 中 的 到 达 数 有 均值 为 A(t1-s) 的 一 个 泊 松 分 布 9: 
P(N(s, 1) =n) = VneN 


两 个 定义 是 等 价 的 ， 这 在 下 面 的 离散 泊 松 过 程 中 得 到 了 证 明 。 
注意 强度 A 对 应 于 泊 松 过 程 的 到 达 率 。 在 区 间 (0，1] ，(1，2] ，… 中 的 到 达 
数 是 均值 为 A 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 则 我 们 实际 上 有 强 的 大 数 定律 ; 


lm NOD) =E(CN(0, 1)) =A( 几 乎 确定 的 ) 


3.2 ”离散 泊 松 过 程 


一 个 N 上 的 点 过 程 是 非 负 的 随机 整数 变量 5, ，$, ，$; ，… 的 一 个 增 序 列 。 令 
So =0， 我们 以 go, ，o,，03,，… 表 示 这 个 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 ， 其 中 0o, = $, - 
S,_1。 同 样 ， 如 果 其 到 达 间 隔 时 间 是 几乎 确定 为 正 的 ， 则 称 点 过 程 是 简单 的 ;， 如 
果 对 于 所 有 n 二 0， 到 达 间 隔 时 间 序 列 0 ,1 ，o0,,，，0,,3，… 具 有 与 初始 序列 c，， 
oj，o3，… 相 同 的 分 布 ， 则 称 之 为 静态 的 ; 那么 我 们 将 过 程 的 强度 定义 为 下 面 
的 量 : 

1 
“BE(or) 

强度 pe (0, 1] 的 一 个 伯 努 利 S 序 列 是 N 上 的 一 个 点 过 程 ， 其 到 达 间 隔 时 
间 形 成 一 个 参数 为 p 的 独立 几何 随机 变量 的 序列 。 它 是 一 个 简单 的 和 静态 的 点 
过 程 。 

点 过 程 也 可 由 到 达 统 计数 来 定义 。 对 于 所 有 三 1， 我 们 以 X, 表示 在 时 间 时 
的 到 达 次 数 ， 则 有 

X, = D1(S, = 用 


如 果 对 于 所 有 的 类， 几乎 确定 地 有 X, <1， 则 过 程 是 简单 的 。 如 果 对 于 所 有 的 
,XxX, 具有 与 入 相同 的 分 布 ， 则 过 程 是 静态 的 ; 那么 过 程 的 强度 由 如 下 量 给 定 
p=E(X.) 
强度 为 pe (0，1] 的 一 个 伯 努 利 序列 是 一 个 N 上 的 点 过 程 ， 满 足 随机 变量 
六 ，… 是 独立 的 ， 且 有 一 个 均值 为 的 伯 努 利 分 布 : 


晶 这 是 “小 数 定律 "， 是 由 俄国 数学 家 Ladislaus Josephowitsch Bortkiewicz (1686-1931) 在 1898 年 出 版 
的 《小 数 定律 (The Law of Small Number)》 中 描述 的 。 在 普鲁士 军队 的 士兵 每 年 坠 马 而 死 的 数量 
上 ， 他 验证 了 这 个 定律 。 
四 Jacdues Bemoulli ， 瑞 士 数学 家 和 物理 学 家 (1654-1705 ) 。 
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P(X,=1)=p, P(X,=0)=1-p, Vk=1 
两 个 定义 是 等 价 的 。 
当 p 较 小 时 ， 伯 努 利 序列 是 随机 地 (stochasticaly) 接近 于 一 个 泊 松 过 程 的 ， 
如 图 3-1 所 示 。 


上 一 一 一 
图 3-1 伯 努 利 序列 是 离散 时 间 的 一 个 泊 松 过 程 


形式 化 而 言 ， 我 们 以 S17 ，S3S”，… 表 示 一 个 强度 为 p' ”=Ar (其 中 入 是 一 个 
固定 的 、 正 的 参数 ，r 是 某 个 充分 小 的 时 间 步 ) 的 伯 努 利 序列 。 当 7 趋 于 0 时， 到 
达 间 隔 时 间 是 独立 的 ， 并 在 分 布 上 趋 于 参数 为 A 的 指数 变量 ( 见 2. 2 节 ) ， 因 此 极 
限 过 程 是 一 个 强度 为 A 的 泊 松 过 程 。 通 过 观察 在 任何 不 交 的 区 间 中 的 到 达 数 是 独 
立 的 ， 以 及 在 极限 中 , 在 任意 区 间 (s, 1] 中 到 达 数 具有 一 个 均值 为 A(1-s) 的 泊 
松 分 布 ， 我 们 得 到 相同 的 结果 : 


Ese) 


(AL 一 5) a0-y 


nl 


P(N® (s,1) =n) -| ja 


3.3 一 个 无 记忆 过 程 


一 个 泊 松 过 程 是 无 记忆 的 : 有 关 时 刻 ;之 前 的 过 程 知 识 ， 不 能 预言 未 来 的 过 程 
变化 。 在 所 有 简单 的 和 静态 的 点 过 程 中 ， 这 个 性 质 突出 了 泊 松 过 程 的 本 质 。 

在 离散 时 间 中 ， 这 是 容易 验证 的 。 事 实 是 ， 在 时 刻 左 的 一 个 到 达 是 独立 于 时 刻 
上 之 前 的 到 达 的 。 因 为 该 过 程 是 静态 的 ， 所 以 在 时 刻 太 有 一 个 到 达 的 概率 PP>0， 它 
是 独立 于 义 的 。 该 点 过 程 是 一 个 强度 为 p 的 伯 努 利 序列 。 


3.4 一 个 泊 松 过 程 的 点 分 布 
已 知 及 ,的 某 个 区 间 (s，4] 包含 一 个 泊 松 过 程 的 n 个 点 ， 这 些 点 是 均匀 分 布 于 


这 个 区 间 上 的 。 对 于 任何 正 整数 1， 在 7 个 区 间 (s, 4], (ti, ty],…, (t,t] 上 
(*， 可 的 任何 划分 ， 以 及 任何 整数 n, ，…，n 之 和 等 于 n， 则 我 们 实际 上 得 到 
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P(N(s, #1) 
三 1， ”9 NGC， t) =nlN(s,t) =n) 
_PCN(s,t) =n, Nt =n,) 

P(N(s, 1) =n) 
a) AGH —s) ) ag) ACE))" 
e .ee Rf 
nil nl 


nl 


n t= t= 1 
- L Be ,| t =] 和 
因此 这 /个 区 间 中 任何 一 个 区 间 包 含 泊 松 过 程 的 个 点 之 一 的 概率 正比 于 该 区 间 的 
长 度 。 我 们 推断 每 个 点 是 均匀 分 布 于 区 间 (s, 如 上 的 ， 且 是 独立 于 其 他 点 的 。 


3.5 ” 泊 松 过 程 的 又 加 


强度 分 别 为 A ，…，Ak 的 个 独立 泊 松 过 程 的 释 加 ， 是 一 个 强度 为 A = 和 + 
… + 和 x 的 泊 松 过 程 。 以 n, ，…，nx 表示 这 天 个 泊 松 过 程 的 统计 数 ， 则 实际 上 ， 与 
琶 加 过 程 关联 的 统计 数 N 可 验证 下 式 ; 
P(N(s,1) = 7) 
Pott) am = 


nt tng=n 


bp (AI 人 E (AR 人 3 


1 “nk nl ! nxl! 
mt tng=n 
n nl nk -A(t-s) 
= 之 (Ai(t -5s))" (Axr(t —s))"e 
nls, Nk a ye 九天 
nt +tng=n 
A” (1 = 5)" ly 
nl 


且 从 满足 原 泊 松 过 程 的 性 质 ， 可 得 到 不 相交 区 间 上 统计 数 的 独立 性 质 。 

评述 (REMARK) 3.1 一 一 因为 一 个 泊 松 过 程 是 简单 的 ， 则 从 上 述 性 质 得 到 ， 
两 个 独立 泊 松 过 程 是 几乎 确定 没有 共同 点 的 。 

另外 ， 释 加 过 程 的 某 个 任意 点 属于 原 及 个 过 程 之 一 的 概率 ， 正 比 于 这 个 过 程 
的 强度 : 
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Pl(n(s, 1)=1Iln(s, 1t) =1) 

_P(nils, t)=1, n,(s, 1t)=0,:, nx(s, t) =0) 
a P(n(s, ti) =1) 

Ai(t—s)e Ai 


A eo A 
-0 et 


1 1 1 
! | 1 1 
1 a 1 1 
1 直下 1 1 
1 1 1 1 ! 


©O 
FR 5 
图 32， 泊 松 过 程 的 三 加 


3.6 泊 松 过 程 的 细 分 (subdivision) 


令 N 是 强度 为 A 的 一 个 泊 松 过 程 的 统计 量 ，p, ，…px 是 和 等 于 1 的 天 个 正 实 
数 。 将 该 泊 松 过 程 的 每 个 点 ( 共 K 个 点 ) 以 概率 产 分 布 到 第 个 点 过 程 ， 得 到 的 
KK 个 点 过 程 是 强度 分 别 为 Ap, ，…，Apx 的 独立 泊 松 过 程 。 而 实际 上 任意 区 间 (s， 
t] 的 相应 统计 量 ww ，…，mx 可 验证 得 到 


Pln(s,t) =n ,nx(s,t) =nx) 


王 久 We pat A” (t 一 5) Ali- 
11 ng) nl! 


_ (Apilt —s) i .px -5) ee 
nil! nxl 


式 中 ,n=nl+…+nx， 且 在 不 相交 区 间 上 统计 量 的 独立 性 质 可 从 满足 条 件 的 原 泊 
松 过 程 的 独立 性 质 得 到 。 
一 一 一 一 一 


ES 


图 3-3 一 个 泊 松 过 程 的 细 分 


3.7 一 个 极限 过 程 


对 于 强度 为 A >0 的 任意 简单 的 、 静 态 的 点 过 程 ， 通 过 秦 加 n 个 独立 同 分 布 的 
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过 程 (每 个 过 程 都 以 因子 n 膨胀 )， 当 n 趋 于 无 穷 大 时 ， 所 得 到 的 点 过 程 在 分 布 上 
趋 于 一 个 强度 为 A 的 泊 松 过 程 。 我 们 通过 周期 过 程 的 简单 情形 ， 解 释 这 个 性 质 。 

考虑 个 强度 为 An 的 周期 过 程 的 全 加 ， 它 有 独立 的 随机 段 ， 均 匀 分 布 于 
[0, n/A] 之 上 。 对 于 较 大 的 n， 每 个 周期 过 程 至 多 有 一 个 点 位 于 不 相交 区 间 的 任 
意 固定 集合 之 中 ， 则 得 到 不 相交 区 间 上 对 加 过 程 的 统计 量 独 立 性 质 。 为 外 ， 每 个 周 
期 过 程 独立 于 其 他 过 程 ， 以 概率 (At)/n 有 一 个 点 处 于 时 间 长 度 为 1 的 某 个 时 间 区 
间 之 中 。 因 此 ， 在 这 个 区 间 中 鳃 加 过 程 的 点 数 有 参数 为 n，(At)/An 的 一 个 二 项 分 
布 。 对 于 较 大 的 nx， 这 个 过 程 趋 于 一 个 参数 为 At 的 泊 松 分 布 。 因 此 ， 极 限 过 程 是 一 
个 强度 为 A 的 泊 松 过 程 。 


3.8 一 个 “恰好 的 ” (very) 随机 过 程 


最 终 ， 泊 松 过 程 是 有 最 大 焙 的 简单 静态 点 过 程 。 我 们 以 离散 时 间 证 明 这 个 性 
质 ， 对 于 所 有 n 三 1， 检 查 随机 变量 立 ，…, 马 , 的 联合 炉 ， 其 中 ， 如 果 在 时 刻 k 有 
一 个 到 达 , 则 系 =1， 否 则 已 =0。 令 P=P( 届 =1)， 在 项 态 情况 下 是 独立 于 大 的 ， 
则 我 们 得 到 


At) < PEAK) = -npn(p) + -mnG-PD)9 
当 随机 变量 ，.…，X 独立 时 ， 即 对 于 一 个 伯 努 利 序列 ， 等 式 成 立 。 


3.9 本章 习题 


1. 统计 (Counting) 

令 NN 是 一 个 强度 为 A 的 泊 松 过 程 的 统计 量 ,计算 随机 变量 N(1) 的 均值 和 
变 差 。 

2. 银行 

考虑 顾客 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 一 家 银行 的 情形 。 平 均 而 言 ， 每 隔 10 分 钟 存 
在 一 次 到 达 。 在 1 小 时 期 间 ， 没 有 顾客 到 达 的 概率 是 多 少 ? 给 定 在 过 去 半 小 时 内 没 
有 到 达 的 条 件 ， 那 么 在 接 下 来 的 半 小 时 仍 没 有 到 达 的 概率 是 多 少 ? 在 1 分 钟 内 至 少 
有 两 次 到 达 的 概率 是 多 少 ? 

3. 收费 站 

一 个 收费 站 由 10 个 通道 组 成 。 车 辆 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 随机 地 、 均 勾 
地 分 布 在 这 些 通道 上 。 如 果 交 通 流量 强度 等 于 每 小 时 1000 辆 ， 那 么 在 任意 给 定 通 


日 ” 原 式 误 为 -n(pln(p) + (1 -p)In(p) ,一 一 译 者 注 
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道 处 ， 两 辆 车 之 间 到 达 间 隔 时 间 大 于 1 分 钟 的 概率 是 多 少 ? 

4. 博物 馆 

参观 一 个 博物 馆 ， 需 要 1 小 时 。 参 观 者 依据 一 个 强度 为 A 的 泊 松 过 程 到 来 。 假 
定 博物 馆 开放 的 时 间 大 于 1 小 时 ， 给 出 博物 馆 中 参观 者 人 数 的 分 布 。 

5. 公交 车 悖 论 

公交 车 依据 一 个 强度 为 的 泊 松 过 程 到 达 某 个 站 。 等 待 一 辆 公交 车 的 平均 时 
间 是 多 少 ? 自从 上 一 辆 车 开 走 以 来 ， 过 去 了 多 长 时 间 ? 从 在 某 个 任意 时 间 到 达 的 一 
名 用 户 的 角度 ， 推 导 证 明 : 公交 车 到 达 间 的 均值 时 间 等 于 公交 车 到 达 间 实际 均值 的 
两 倍 。 

一 般 而 言 ， 证 明 ， 如 果 公 交 车 每 隔 关 时间 单位 到 达 一 辆 ， 其 中 是 一 个 密度 
为 并 具有 有 限 均 值 的 随机 变量 ， 则 从 一 名 用 户 的 角度 来 说 ， 两 辆 公交 车 之 间 的 平 
均 时 间 等 于 E(X )/AE(X)。 我 们 将 承认 ， 从 一 名 用 户 的 角度 来 说 ， 两 辆 公交 车 之 间 
的 时 间 具 有 密度 x x(x)， 并 可 趋 于 某 个 乘积 常数 。 

6. 交叉 (Interleaving) 

给 定 两 个 强度 分 别 为 A 入, 的 泊 松 过 程 ， 计 算 一 个 过 程 的 到 达 处 在 另 一 个 过 
程 两 次 到 达 之 间 的 平均 数量 。 


3. 10 “习题 解答 


1. 统计 量 
随机 变量 N(1) 有 参数 为 At 的 一 个 泊 松 分 布 ， 它 的 均值 和 变 差 均 为 Mt。 
2. 银行 


在 时 长 为 ;的 任何 区 间 内 的 到 达 数 ， 有 一 个 参数 为 At 的 泊 松 分 布 ， 其 中 入 = 
1/10 min 1!。 在 1=60min 内 没有 到 达 的 概率 等 于 
P(N(1) =0) =e ”=e ~2.5x10™ 
在 两 个 不 相交 区 间 内 的 到 达 是 独立 的 ， 则 在 上 =30min 期 间 没 有 到 达 的 概率 ， 
独立 于 以 前 半 小 时 内 的 到 达 ， 由 以 下 公式 给 定 : 
P(N(1) =0) =e ”=e™ ~5.0x10™ 
在 1=1min 期 间 至 少 有 两 次 到 达 的 概率 由 以 下 公式 给 定 
P(N(1) =2) =1 -P(N(i) <1) =1-e *(1 +Ai) 
=1-e (1+1/10)=~=4.7x10™ 
3. 收费 站 
每 个 车 辆 以 随机 的 、 独 立 于 其 他 车 辆 的 方式 均匀 地 选择 它 的 通道 。 应 用 3.6 节 
给 出 的 泊 松 过 程 的 细 分 原理 ,我 们 得 到 在 每 个 通道 到 达 和 车 辆 的 过 程 是 强度 为 A = 
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100 辆 每 小 时 的 一 个 泊 松 过 程 。 两 辆 车 之 间 到 达 间 隔 时 间 大 于 1 分 钟 的 概率 ， 等 于 
在 t=1min 内 没有 到 达 的 概率 ， 即 
P(N(t) =0) =e ”=e ?~0.19 

4. 博物 馆 

时 刻 : 在 博物 馆 中 参观 者 的 数量 ， 对 应 于 时 间 区 间 (1-1, 如 〈 在 时 刻 : -1 之 
前 到 达 的 参观 者 已 经 离开 博物 馆 ) 内 泊 松 过 程 的 到 达 数 。 我 们 得 到 一 个 参数 为 和 
的 泊 松 分 布 。 

5. 公交 车 悖 论 

由 泊 松 过 程 的 无 记忆 性 质 ， 知 公交 车 的 等 待 时 间 有 一 个 参数 为 A 的 指数 分 布 。 
由 对 称 性 可 知 ， 自 从 前 一 辆 公交 车 到 达 以 来 的 逝去 时 间 ， 也 有 一 个 参数 为 A 的 指 
数 分 布 。 因 此 ， 从 用 户 观 点 来 看 ， 公 交 车 到 达 间 隔 均值 时 间 等 于 2/A， 而 不 是 1/A。 
这 个 悖 论 可 由 如 下 事实 解释 ， 即 在 一 个 任意 时 刻 到 达 公交 车 站 的 一 名 用 户 ， 极 可 能 
在 两 辆 公交 车 之 间 的 一 个 长 间隔 过 程 中 到 达 。 

一 般 而 言 ， 从 用 户 观 点 看 ， 均 值 公交 车 到 达 间 隔 时 间 具 有 密度 x xf(x)/ 
E( 对 )， 则 相应 的 均值 等 于 E(X )AE(X)， 大 于 实际 的 公交 车 到 达 间 隔 均 值 时 
间 E(X)。 

6. 交叉 

我 们 使 用 泊 松 过 程 苹 加 的 性 质 ， 见 3.5 节 。 两 个 过 程 的 全 加 形成 一 个 强度 为 
和 =A + 和 的 泊 松 过 程 ， 该 过 程 的 每 个 点 属于 第 一 个 过 程 的 概率 是 和 ,AA， 属于 第 
二 个 过 程 的 概率 是 A,/AA。 因 此 ， 第 一 个 过 程 的 到 达 处 于 第 二 个 过 程 两 次 到 达 之 间 
的 数量 X， 在 WN 上 有 一 个 参数 为 AAA 的 几何 分 布 : 


Vn=0, P(X=n) -全 久 ] 


第 4 草 马尔 科 天 链 


未 来 是 在 准备 中 的 过 去 
Pierre Dac (1893-1975) 


虽然 概率 论 长 久 以 来 受 限 于 独立 事件 〈 例 如 一 个 硬币 连续 不 断 地 投掷 得 到 的 
正面 和 背面 ) 序列 的 分 析 ， 马 尔 科 夫 8 通 过 描述 相关 事件 序列 的 主要 性 质 ， 从 而 极 
大 地 扩展 了 概率 论 的 应 用 领域 。 他 的 理论 的 主要 部 分 被 称 作 马尔 科 夫 性 质 ， 概率 序 
列 的 当前 状态 (在 时 刻 n)， 序列 的 未 来 状态 (在 时 刻 n+1) 一 定 独 立 于 它 的 过 去 
状态 (在 时 刻 n-1 及 以 前 的 时 间 )。 我 们 首先 讨论 离散 时 间 的 马尔 科 夫 链 ; 在 第 5 
章 讨 论 连续 时 间 的 马尔 科 夫 过 程 。 


4.1 定义 


我 们 称 随 机 变量 的 一 个 序列 而 ,成 ，… ( 取 值 于 某 个 可 数 空间 X) 是 一 个 马尔 
科 夫 链 ， 如 果 对 于 所 有 n 宇 0 和 所 有 状态 x，y eX, xo, Xi ，…,%,_1 EX: 
POX, =y1X, =%;Xo =%0, mm， =%,-1) 
= 了 (Xi =YIX, =%) 


如 果 这 个 表达 式 独立 于 n， 称 马尔 科 夫 链 是 齐 次 的 。 
4.2 转移 概率 
在 下 面 ， 我 们 仅 考虑 齐 次 马尔 科 夫 链 。 这 样 一 个 马尔 科 夫 链 由 其 转移 概率 确 
定 ， 定 义 为 : 
Vx， 》 EX,， PCx， y) = 了 (ZX =Y|1Xo =%) 
注意 我 们 有 : 
Vx seX， 之 P(x,y) = 1 (14-1) 


我 们 称 转移 图 为 有 向 图 ， 图 的 节点 是 x 的 元 素 ， 边 代表 正 概率 的 转移 ， 如 


日 原文 为 法 语 。 
四 Andrei Andrievich Markov， 俄 罗斯 数学 家 (1856-1922 ) 。 
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图 4-1 所 示 。 边 的 权重 等 于 对 应 转移 的 概率 ， 称 马尔 科 夫 链 是 不 可 约 的 。 如 果 它 的 
转移 图 是 强 连通 的 ， 即 如 果 对 所 有 不 同 的 状态 x*，y eX， 在 图 中 存在 从 x 到 y 的 路 
径 和 从 y 到 x% 的 路 径 。 在 下 面 ， 我 们 假定 马尔 科 夫 链 是 不 可 约 的 。 


1/2 


oy 2 


2/3 
1 1/3 


图 4-1 一 个 马尔 科 夫 链 在 = 11,，2，3} 上 的 转移 图 


4.3 周期 性 


马尔 科 夫 链 的 周期 是 转移 图 中 回路 长 度 的 最 大 公 因 子 。 如 果 它 的 周期 等 于 
1 二 站 和 于 旧 同 间 的 。 

例如 ， 在 图 4-2 中 左 侧 的 马尔 科 夫 链 的 周期 为 2; 如果, =1， 那 么 当 n 是 侦 
数 时 ，X, =1， 当 是 奇数 时 ，X, e 12，31。 马 尔 科 夫 链 有 一 个 周期 性 的 行为 。 
另 一 方面 ， 图 4.2 右 侧 的 马尔 科 夫 链 是 非 周期 的 〈 存 在 长 度 为 2 和 3 的 周期 ) 。 容 
易 验 证 ， 无 论 初始 状态 总 为何 ， 对 于 任意 n>5 和 所 有 的 xe 11,， 2,， 3| ,=x 有 
一 个 正 的 概率 。 一 般 而 言 ， 一 个 非 周期 马尔 科 夫 链 是 这 样 的 ， 无 论 初始 状态 总 为 
何 ， 对 于 足够 大 的 n 和 所 有 的 xex，X, =* 有 一 个 正 的 概率 。 


HN 


图 42 在 X=11,， 2, 3| 上 ,周期 为 2 ( 左 侧 ) 和 1 ( 右 侧 ) 的 马尔 科 夫 链 


评论 4.1 一 一 (回路 ) 。 有 一 个 回路 迁移 ( 即 某 个 状态 x, 使 p(x, x) >0) 的 
马尔 科 夫 链 是 非 周 期 的 (有 长 度 为 1 的 圈 ) 。 


4.4 平衡 方程 


我 们 称 xX 上 的 一 个 概率 度量 是 马尔 科 夫 链 的 一 个 静态 分 布 ， 如 果 对 于 所 有 的 
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n0， 无 论 何 时 初始 状态 闷 的 分 布 等 于 7 时,，X, 的 分 布 等 于 7， 那么 我 们 称 马尔 
科 夫 链 处 于 稳定 状态 。 书 写 为 : 
Vx ex, P(X =%) = SPX = PX =%|X =)) 


我 们 看 到 如 果 存 在 静态 分 布 的 话 ， 则 满足 方程 : 
Vx ex, T(x%) = 之 7(7)P(y， %) (4-2) 


4.5 ”静态 度量 


我 们 称 平 衡 方程 的 任意 非 零 解 为 静态 度量 ; 一 个 静态 度量 被 定义 为 达到 一 个 乘 
积 性 常数 ， 特 别 地 ， 一 般 而 言 ， 它 不 是 一 个 概率 度量 。 
注意 ， 任 意 静态 度量 满足 : 
Vxex, T(x) >0 (4-3) 
这 个 性 质 是 从 不 可 约 性 得 到 的 ， 因 为 静态 度量 是 非 零 的 (non-null) ， 所 以 存在 某 个 
状态 xex, 使 7(x) >0。 那 么 从 方程 (4-2) 得 到 7(y) >0， 对 于 满足 p(y, x) >0 
的 所 有 状态 yex， 并 逐步 (step by step) 得 到 对 于 所 有 状态 yex, 7(y) >0。 
存在 一 个 静态 分 布 ， 当 且 仪 当 存 在 有 限 和 的 一 个 静态 度量 时 ， 那 么 静态 分 布 7 
是 唯一 的 ， 并 可 从 静态 度量 的 归 一 化 得 到 ， 从 而 : 
> 7lx) =1 (4-4) 


4.6 稳定 性 和 遍历 性 


拥有 一 个 静态 分 布 r 的 马尔 科 夫 链 ， 被 称 为 是 稳定 的 。 当 马尔 科 夫 链 是 非 周 
期 的 ， 也 称 这 个 静态 分 布 是 马尔 科 夫 链 的 极限 分 布 ， 是 指 对 于 所 有 状态 x， 无 论 初 
始 状态 部 为 何 ， 均 有 : 
limP(X, =x) =7(x) 
而 且 ， 静 态 分 布 给 出 每 个 状态 的 频率 ， 即 对 于 所 有 的 状态 *， 无 论 初始 状态 总 为 
何 ， 均 有 ; 
lim 调 避 1(X， = x) = 7(z) 几乎 处 处 成 立 (4-5) 


在 图 4-3 中 针对 图 4-1 的 马尔 科 夫 链 的 某 个 样本 路 径 进行 了 形象 地 图 示 。 
一 般 而 言 ， 对 于 满足 E(f(X) ) < % 的 任意 函数 :x 一 R， 则 有 : 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 兄 
图 4-3 遍历 性 : (1) 是 在 状态 1 中 花费 的 时 间 比 例 (fraction) 


各 二 之 JAD) = EUCDO) 几乎 处 处 成 立 (4-6) 


和 表示 分 布 7 的 某 个 随机 变量 。 这 这 是 遍历 定理 ， 它 断定 在 时 间 〈 等 式 左 侧 ) 
空间 (等 式 右 侧 ) 的 均值 是 一 致 的 。 这 是 强大 数 定律 对 相关 随机 变量 的 扩展 。 
0 
Se A Op es 那么 它 趋向 无 穷 大 ， 指 无 论 初 
始 状态 X, 为 何 ， 对 于 所 有 的 状态 x， 有 : 
jap = 交 } 三 
马尔 科 夫 链 最 终 离开 状态 的 任何 有 ee 这 意味 着 状态 空间 是 无 穷 的 。 
马尔 科 夫 链 是 不 稳定 的 ， 如 果 和 平衡 方程 (4-2) 没有 正 的 解 ， 或 如 果 唯 一 的 正解 
A 


4.7 有 限 状 态 空间 


当 状 态 空间 x 是 有 限 的 ， 平衡 方 程 (42) 可 写 为 天 量 形式 : 
T=7P 
式 中 ,7 是 一 个 行 (line) 矢量 ， 元 素 为 了 (x); P 是 一 个 随机 矩阵， 元 素 为 p(x， 
y)。 特 别 地 ， 任 何 静 态度 量 对 应 于 特征 值 为 1 的 转移 和 矩阵 P 的 一 个 剩余 (left) 特 
征 矢量 ， 那 么 可 由 Perron-Frobenius 定理 9 得 到 静态 度量 的 存在 性 和 唯一 性 (达到 某 
个 乘积 性 常数 ) 。 

马尔 科 夫 链 总 是 稳定 的 。 特 别 地 ， 如 果 状 态 空 间 有 基数 W， 则 在 式 (4-2) 的 
NN 个 平衡 方程 中 的 NN - 1 个 方程 组 成 的 任意 集合 和 归 一 化 条 件 式 (4-4) ， 形 成 具有 
NV 个 未 知 变量 的 Y 个 独立 方程 组 成 的 一 个 线性 方程 组 ( 见 4.16 节 的 练习 1) 。 


4.8 常 返 性 和 了 瞬时 性 


马尔 科 夫 链 的 标准 分 类 依据 术语 一 一 常 返 性 和 瞬时 性 : 一 个 链 被 称 为 常 返 的 


外”0skar Perron (1880-1975) 和 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) ， 两 位 德国 数学 家 。 
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如 果 到 任何 状态 的 返回 时 间 几 乎 是 有 限 的 ， 和 否则 称 为 瞬时 的 。 另 外 ， 如 果 一 个 常 返 
链 的 返回 时 间 具 有 有 限 的 均值 ， 则 称 为 正常 返 (positive) ， 否 则 称 为 零 常 返 的 。 依 
据 术 语 ， 一 个 稳定 链 是 正常 返 的 ， 而 一 个 不 稳定 的 链 是 零 常 返 的 或 瞬时 的 。 对 于 一 
个 稳定 链 ， 到 任何 状态 x( 从 这 个 状态 开始 ) 的 均值 返回 时 间 是 状态 x 频率 的 倒数 
(这 是 依据 遍历 定理 式 (4-5) 得 到 的 ) : 
1 
T(%) 


(4-7) 


4.9 转移 频率 
对 于 任意 状态 对 x，y exX， 量 7(x)p(x，y) 对 应 于 从 状态 x 到 状态 y 的 转移 频 
率 ， 即 ; 
T(XY)DP(XY，Yy) = lm PL wy) 几乎 处 处 成 立 ” (4-8) 


这 个 结果 是 将 台历 定理 式 (4.5》 应 用 到 序列 〔X X)，(Z， 马 ) ，… 得 到 的 。 
这 个 序列 实际 上 形成 一 个 马尔 科 夫 链 ， 它 的 静态 分 布 是 考虑 稳定 状态 中 的 原 马 尔 科 
夫 链 得 到 的 : 


P(Xo 二 %， 人 =y) =P(X, =x)P(X, =ylXo =%) 
=7(x)p(x, y), Vx,yex 


总 n 
3 O O 
2 @ @ @ 
1 > Sp O 号 O 


一 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ? 
图 4-4 从 状态 1 到 状态 2 的 转移 频率 ， 由 7(1) p(1,，2) 给 定 


寺 别 地 ， 到 状态 x 的 到 达 频 率 和 离开 状态 * 的 离开 频率 分 别 由 以 下 两 式 给 定 
0 x) 和 之 tt pt y) 
这 些 量 对 应 于 访问 状态 x 的 频率 ， 它 们 是 相等 的 ; 
Dy)ply, #) = Drs)pls, 7) (4-9) 


以 式 (4-1) 来 看 ， 这 些 是 平衡 方程 (42), 因此 可 解释 为 在 任何 状态 中 在 平衡 点 
到 达 频 率 等 于 离开 频率 。 
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4.10 条 件 转移 公式 


考虑 处 于 平衡 的 某 个 稳定 的 马尔 科 夫 链 ， 令 TCx xX 是 马尔 科 夫 链 转 移 集合 的 
某 个 子 集 , 令 5S 是 7 的 某 个 子 集 。 我 们 关注 于 在 给 定 7 了 中 马尔 科 夫 链 的 某 个 转移 
时 ， 这 个 转移 属于 $ 的 概率 。 直 觉 上 而 言 ， 这 个 概率 对 应 于 转移 的 对 应 频率 的 比 
值 。 在 平衡 点 ， 实 际 上 有 : 
Vx, yex, PCX =x，X =y) =P(X, =x)P(X, =YyYIXo =%) 


=7(%)p(x, y) 
推导 得 到 . 


P((X,, X) es 
P((Z Xi) e SI (Xo, XK) e 7) = PT i 让 


(wesT EP YX, y) 
> WerT (px, Y) 


(4-10) 


4.11 反 向 时 间 (reverse time) 中 的 链 


至 此 ， 我 们 对 所 有 ne N 定义 了 马尔 科 夫 链 X,。 假 定 该 链 是 稳定 的 并 处 于 平衡 
点 ， 则 我 们 能 够 对 所 有 n eZ 构造 一 个 马尔 科 夫 链 X,， 它 代表 在 时 间 - w% 初始 化 后 
链 的 演化 趋势 。 在 图 4-5 中 给 出 图 4-1 的 马尔 科 夫 链 的 情形 。 


OO 
图 4-5 反 向 时 间 中 构造 一 个 马尔 科 夫 链 


我 们 定义 反 向 时 间 中 的 链 X, =X_， ，meN， 其 转移 概率 给 定 如 下 


p(x, y) =P(X =ylX, =x) 
=P(X, =yIX, =x) 
_P(Xo =y) 
P(X) =x) 


=T09 p(y, %), Vx,yeXx 


P(X =xIX, =y) (4-11) 
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4.12 ”可逆 性 (reversibility) 


对 一 个 稳定 的 链 X, ， 如 果 它 与 逆向 时 间 的 关联 链 X, 具有 相同 的 分 布 ， 则 称 为 
可 逆 的 ， 即 如 果 : 


Vx, yeX， P(x,y) =D(x，7y) 
依据 式 (4-11) ， 得 到 


Vx,y EX, T(x)p(x,y)=7(y) p(y, x) (4-12) 

这 些 是 局 部 平衡 方程 ， 要 强 于 全 局 平衡 方程 (4.9) ， 是 通过 求 和 得 到 的 。 这 些 方程 
意味 着 ， 无 论 状态 x，y ex 为 何 ， 在 平衡 点 ， 从 状态 到 状态 y 的 转移 频率 一 定 等 
于 从 状态 y 到 状态 * 的 转移 频率 。 一 般 而 言 ， 我 们 称 一 个 马尔 科 夫 链 是 可 逆 的 ， 如 
果 存 在 一 个 非 零度 量 7， 可 证 实 局 部 平衡 方程 (4-12); 特别 地 ， 我 们 没有 施加 稳 
定性 限制 。 

依据 方程 (43)， 可逆 性 的 一 个 必要 条 件 是 : 

p(x%,y) >0%p(y, *) >0, Vx,y ex 
转移 图 中 的 任何 边 一 定 有 它 的 对 称 边 ， 这 样 的 
一 个 图 称 为 对 称 的 。 特 别 地 ， 图 4-1 的 转移 图 是 
不 对 称 的 ， 关 联 的 马尔 科 夫 链 是 不 可 道 的 。 

评述 4. 2 一 一 对 于 可 逆 性 ， 转 移 网 的 对 称 是 
一 个 必要 条 件 但 不 是 一 个 充分 条 件 。 例 如 ， 图 
4-6 的 马尔 科 夫 链 有 一 个 对 称 的 转移 图 ， 但 却 是 be 
不 可 逆 的 ; 静态 分 布 是 7(1) =7(2) =mr(3) = 四 和 6 虹 有 一 个 对 称 转移 图 的 
1/3， 所 以 违背 了 局 部 平衡 方程 (4-12) 。 A 


4.13 ”Kolmogorov 准则 


下 面 的 结果 是 Kolmogorov9 得 到 的 ， 给 出 了 可 道 性 的 一 个 准则 ， 可 直接 在 转移 
图 上 加 以 验证 。 一 个 马尔 科 夫 链 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 它 的 转移 图 是 对 称 的 ， 而 且 对 
于 这 个 图 中 的 所 有 圈 ， 即 对 于 图 中 任意 长 度 ! 的 任何 路 径 mw, 加，…，2-， xzo， 在 
圈 的 两 个 方向 上 的 转移 概率 乘积 是 相等 的 : 
p(xXo, Xi p(X, Xo) p(X 1，2X0) 


=p(Xo, X11) p(X, Xi)P( NX, Xo) (C413) 


© Andrei Nikolaievitch Kolmogorov, 俄罗斯 数学 家 (1903-1987 ) 。 
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图 4-7 Kolmogorov 准则 : 对 于 转移 图 中 的 每 个 圈 ， 转 移 概 率 的 
乘积 在 圈 的 两 个 方向 上 一 定 相 等 


那么 平衡 方程 〈4-12) 的 一 个 解 由 下 式 给 出 : 
六 二 光电 (二 六 全 
CC 
式 中 ，xu exX 表示 一 个 任意 状态 ; xo, xi ，… ,x1_1,% 表示 转移 图 中 从 xu 到 x 的 任何 
路 径 。 

这 个 表达 式 是 独立 于 所 选 路 径 的 。 如 果 x,。，yi ，…，Yi_1，* 表示 转移 图 中 从 
xo 到 x 的 任意 其 他 路 径 ， 将 Kolmogorov 准则 式 (4-13) 应 用 于 圈 x0，, i，…，, %j_1， 
x，J4-1，"…，Yi， Xo， 得 到 相应 的 等 式 (4-14)。 男 外 ， 对 于 转移 图 中 由 一 条 边 连 
接 的 任意 状态 对 x，y ex， 有: 


VxeX, T(x) =7(x0) 


p(Xo, x1)P(X, %) PCX -1， %) p(x,y) 
p(xXi, Xo p(Xy, KX1) p(X, Ki)p(Y, %) 


n(x) PEs) n(xo) 
ply, %) 
=7()) 
它 对 应 于 局 部 平衡 方程 (4-12) 。 因 此 ， 马 尔 科 夫 链 是 可 逆 的 。 
相反 地 ， 局 部 平衡 方程 意味 着 转移 图 的 对 称 性 和 等 式 (4-13 ) ， 因 为 
p(Xo, x1)Pp(Xi, %) PCX -1， Xo) _T(X I) TN) TX)) -1 
P(xzi yxo)p(z xz) pxo, X11) TX) TK) Tx) 
式 (4-14) 表明 可 道 马 尔 科 夫 链 的 重要 性 (interest) ,该 式 对 平衡 方程 的 解 是 显 
式 的 。 
在 转移 图 有 一 个 树 结构 ( 即 它 是 对 称 的 ， 且 底层 无 向 图 是 一 棵 树 〈 见 图 4-8) ) 
的 特殊 情形 中 ， 马 尔 科 夫 链 总 是 可 逆 的 。 这 是 由 于 所 有 圈 都 是 对 称 的 事实 ( 即 具 
有 形式 xz ，…，% 1 ，Nj， N11，…，N1，%No )， 所 以 Kolmogorov 准则 是 得 到 满 


足 的 。 
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图 4-8 具有 树 结 构 的 一 个 转移 图 


4.14 一 个 马尔 科 夫 链 的 截断 


令 X, 是 具有 静态 度量 7 的 x 上 的 一 个 马尔 科 夫 链 。 对 于 任意 非 空 集合 4 Cx 
(解释 为 可 接受 状态 的 集合 ) ， 我 们 将 截断 的 链 X' 定 义 为 4 上 的 马尔 科 夫 链 ， 则 对 
于 任意 x*、y eA， 从 状态 x 到 状态 y 转移 概率 如 下 给 定 : 

P(x, y) =p(%, Y)， 如 果 x 天 7 
p(x%, %) = p(X, %) 十 2 p(s, z)， 其 他 

换 句 话说 ， 可 到 达 一 个 禁止 状态 〈 即 一 个 状态 se 4) 的 源 自 状 态 *e 4 的 任意 
转移 ， 都 会 在 状态 x 处 成 为 一 个 环 路 ， 如 图 4-9 所 示 。 我 们 假定 截断 的 链 是 不 可 约 
的 ， 图 4-10 形象 地 给 出 一 个 截断 的 范例 。 


图 4-9 一 个 马尔 科 夫 链 的 截断 图 4-10 将 图 4-1 的 马尔 科 夫 链 截断 到 子 集 4= {1, 21 


当 马尔 科 夫 链 忒 为 不 可 约 时 ， 和 截断 链 X' 自 身 也 是 不 可 约 的 ， 具有 静态 度量 
7'， 该 度量 等 于 将 7 约束 到 4: 
(WH) 如 果 *e4 
7'(x) =0， 其 他 
这 是 局 部 平衡 方程 的 一 个 直接 结果 ， 由 原 马 尔 科 夫 链 满足 : 
Vx,ys4，T(xz)P(Y，y) =T(y)P(Oy，x) 
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当 截 断 的 马尔 科 夫 链 是 稳定 的 ， 通 过 归 一 化 可 得 到 它 的 静态 分 布 : 


‘(x) = 4 Vx e14 
四 5 70) 


4.15 随机 遍历 (walk) 


我 们 称 xX =N 上 的 一 个 随机 遍历 为 这 样 一 个 马尔 科 夫 链 ， 它 仅 存 在 连续 整数 之 
间 的 那些 转移 。 我 们 以 a(x) =p(x,， x +1) 表示 转移 到 右 侧 的 概率 ， 且 对 于 所 有 状 
态 x 关 0, b(x) =p(x*，x -1) 表示 转移 到 左 侧 的 概率 ,满足 a(x) +b(x) =1。 关 联 
的 转移 图 如 图 4-11 所 示 。 这 个 周期 为 2 的 链 ， 以 Kolmogorov 准则 来 看 是 可 逆 的 ， 
具有 静态 度量 +7， 给 定 如 下 : 


天 a(1):…a(x—1) 
™(%) STO C8) BC) 


1 a(l) a(2) a(3) 


Vx 天 0 


b(1) 2(2) b(3) b(4) 


图 4-11 一 个 随机 遍历 的 转移 图 


假定 序列 a(x) 和 6b(x) 分 别 有 由 a 和 尹 给 定 的 有 限界 ， 则 随机 变量 是 稳定 的 
当 且 仅 当 w <b。 

通过 扩展 ,我 们 也 称 xX =N 上 的 随机 遍历 为 一 个 马尔 科 夫 链 ， 它 仅 有 连续 整数 
之 间 的 那些 转移 以 及 从 一 个 整数 到 该 整数 自己 的 转移 ， 如 图 4-12 所 示 。 我 们 仍 以 
axz) =p(x, x%+1) 表 示 遍 历 到 右 侧 的 概率 ， 以 5(x) =p(x, x -1) 表 示 遍 历 到 左 侧 
的 概率 ， 以 c(x) =p(x, *) 表示 停留 在 相同 位 置 的 概率 ， 对 于 所 有 状态 x， 满足 
a(x) +b(x) +c(x) =1。 


a(0) a(]) a(2) a(3) 
c(0) b(1) cl) b(2) cO) b(3) £03) b(4) 


图 4-12 ”一 个 广义 随机 遍历 的 转移 图 


只 要 对 于 至 少 一 个 状态 x，c(x) >0， 那 么 这 个 链 就 是 非 周 期 的 〈 见 评述 4. 1) ; 
以 Kolmogorov 准则 的 观点 看 ， 它 是 可 逆 的 ， 甚 项 态度 量 站 如下: 
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四 _a(0)a(1):…a(%—1) 
T(xX) =7(0) = DT DD DY Vx 天 0 


4.16 本章 习题 


1. 第 一 个 马尔 科 夫 链 

计算 图 4-1 所 示 马 尔 科 夫 链 的 静态 分 布 。 推 导 在 状态 1 花费 的 时 间 比 值 、 从 状 
态 1 到 状态 2 的 转移 频率 以 及 给 定 到 状态 1 的 一 跳 条 件 下 ,该 跳 来 自 状 态 2 的 
概率 。 

2. 一 干 打 花 窄 

一 只 蜜蜂 在 三 个 区 域 采集 花粉 ， 它 是 以 环 状 方式 到 达 这 三 个 区 域 的 。 但 是 , 在 
三 个 区 域 之 一 ， 它 以 概率 p 回 到 前 一 个 区 域 。 给 定 在 移动 到 另 一 个 区 域 之 前 ， 它 停 
留 在 每 个 区 域 的 时 间 相 同 的 条 件 下 ， 计 算 它 停留 在 每 个 区 域 的 时 间 比 值 。 

3. 交通 信息 

在 某 条 道路 上 ，4 辆 卡车 中 的 3 辆 后 跟 1 辆 轿车 ，5 辆 轿车 中 的 1 辆 后 跟 1 辆 
卡车 。 在 这 条 道路 上 轿车 所 占 比 例 为 多 少 ? 

4. 困惑 的 跑步 人 

一 名 跑步 人 住 在 一 间 有 两 扇 门 的 房屋 之 中 。 他 每 天 早晨 跑步 ， 从 均匀 随机 选择 
的 一 鹿 门 离开 房间 ; 当 他 回来 时 ， 他 同样 从 均匀 随机 选择 的 一 扁 门 进入 房间 。 他 离 
开 时 ， 他 随机 地 选择 鞋子 ;， 当 他 回来 时 ， 他 将 鞋子 放 在 他 进入 房间 的 地 方 。 如 果 在 
他 选择 的 门 前 没有 鞋子 ， 那 么 他 光 脚 跑 。 假 定 他 有 C 双 鞋 子 ， 那 么 他 光 脚 跑 的 概 
率 是 多 少 ? 

5. 遍历 一 个 图 

我 们 考虑 一 个 无 向 连通 图 ， 从 一 个 状态 到 该 状态 没有 环 路 。 在 这 个 图 上 一 个 粒 
子 随机 移动 。 在 每 次 移动 时 ， 粒 子 均 匀 随 机 地 选择 一 条 边 。 证 明 粒 子 的 运动 确定 了 
一 个 可 首 的 马尔 科 夫 链 ， 给 出 该 链 的 静态 分 布 。 

6. 棋盘 

考虑 一 个 空 棋盘 ， 在 其 上 单一 棋子 可 均匀 随机 地 在 所 有 人 允许 的 移动 方向 上 移 
动 。 这 个 棋子 从 任何 给 定 方 格 开 始 ， 回 到 这 个 方 格 ， 计 算 这 种 移动 情况 下 ， 这 个 棋 
子 所 用 的 平均 移动 次 数 。 不 同 棋子 可 以 如 下 顺序 考虑 : 国王 、 城 堡 、 主 教 、 皇 后 和 
骑士 。 


4.17 习题 解答 


1. 第 一 个 马尔 科 夫 链 
平衡 方程 (42) 给 定 如 下 方程 : 
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写本 = 了 7(1) + 了 7(2) +7(3) 
ob = 了 7(1) 


(3) -= 了 7(2) 
求解 这 个 线性 方程 组 ， 并 应 用 归 一 化 条 件 . 
7(1)+7(2) +7(3)=1 
得 到 : 
3 3 1 

7(1) = 二， 7(2) =]0 7(3) =10 
花费 在 状态 1 中 的 时 间 比 值 是 7(1) =3/5。 从 状态 1 到 状态 2 的 转移 频率 是 
7(1)p(1，2) =3/10。 假定 到 状态 1 有 一 跳 ， 链 从 状态 2 到 来 的 概率 是 相应 转移 频 
率 的 比值 ， 即 . 


7(2)p(2,1) 1 
TT(1) 3 


2. 一 干 末 花蜜 
邻 X, 是 时 刻 n 蜜蜂 所 在 的 区 域 。 在 时 刻 n+1 时 区 域 的 选择 ， 仅 取决 于 时 刻 m 
所 在 区 域 ， 因此 X, 是 X=11, 2, 3| 上 的 一 个 马尔 科 夫 链 ， 有 如 下 转移 图 : 


1-p 1 
p 


Se 


1 
《到 每 个 区 域 的 频率 由 马 , 的 静态 分 布 7 给 定 ， 见 4. 6 节 。 为 计算 频率 ， 我 们 
使 用 平衡 方程 (4-2 ) : 


7(1)=(1-p)7(3) 
T(2) =p7(3) +7(1) 
7(3) =7(2) 

使 用 7(1) +7(2) +7(3) =1 的 事实 ， 得 到 .: 


7(1) et 7(2) =7(3) = 


3-p 


3. 交通 信息 
车 辆 序列 可 由 X= 17，C} 上 的 马尔 科 夫 链 描 述 ， 该 链 有 如 下 转移 图 : 
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那么 轿车 比例 由 7(C) 给 定 ， 其 中 7 表示 这 个 马尔 科 夫 链 的 静态 分 布 ， 我们 
得 到 15/19。 

4. 困惑 的 跑步 者 

令 艺 是 在 第 n 天 早晨 两 个 门 中 一 个 门 前 的 鞋 数 (对 ),，X, 是 具有 如 下 转移 图 
的 X=10，1，…，C} 上 的 一 个 马尔 科 夫 链 : 


1/4 1/4 1/4 1/4 
C0 a 
3/4 1/4 112 1/4 1/4 1/4 


也 2 

马尔 科 夫 链 X, 是 一 个 随机 遍历 ， 所 以 可 应 用 4. 15 节 的 结果 。 如 果 7 表示 芳 , 的 静 
态 分 布 ， 那 么 对 于 所 有 的 xe 10,，…,，C| ,7(x) =T(0)。 在 归 一 化 之 后 ， 我 们 得 
到 7(0)=1A(C+1)。 当 Xe 10, Cy (是 以 概率 2/(C+1) 发 生 的 ) 时 ， 跑 步 者 
以 概率 1/2 光 脚 离开 房间 ， 因 此 ， 他 每 天 光 脚 跑步 的 概率 为 1/(C +1)。 

5. 一 个 图 上 的 遍历 

令 艺 表示 第 次 移动 后 粒子 所 处 的 位 置 。 它 在 时 刻 n+1 的 位 置 仅 依赖 于 它 在 
时 刻 n 的 位 置 ， 所 以 忒 是 一 个 马尔 科 夫 链 。 因 为 图 是 连通 的 ， 所 以 链 是 不 可 约 的 。 
从 节点 i 到 节点 j 的 转移 概率 p(i, j) 等 于 1/deg(i)， 其 中 deg(i) 表示 节点 i 的 
度 。 令 7(i) = deg(i)/(2N)， 其 中 NW 表示 图 的 边 数 。 概 率 度量 7 满足 局 部 平衡 
方程 : 


Vi,j, TDP DJ) =7(7) pC, i) 

所 以 马尔 科 夫 链 是 不 可 约 的 ， 静态 分 布 为 7。 

6. 棋盘 

如 图 4-13 所 示 为 马尔 科 夫 链 的 转移 图 ， 给 出 棋盘 上 国王 的 移动 ， 其 中 在 边 角 
的 转移 概率 等 于 1/3 (后 面 以 c 表示 ) ， 在 侧 带 (除去 边 角 ) 上 的 转移 概率 等 于 1/5 
(以 2 表示 ) ， 在 其 他 地 方 的 转移 概率 等 于 1/8 (中 心 方块 ， 以 a 表示 )。 依 据 Kol- 
mogorov 准则 ， 马 尔 科 夫 链 是 可 逆 的 。 我 们 推导 得 到 ， 静 态 分 布 7 取决 于 方块 a、。 
或 c 的 类 型 ， 满足 7(a) =8/3 x7(c) 和 7z(5) =5/3 xT(c)。 存 在 36 个 类 型 为 a 的 
方块 ，24 个 类 型 为 的 方块 ， 和 4 个 类 型 为 e 的 方块 。 因 此 归 一 化 条 件 为 : 

367r(a) +247(0) +47(c) =1 


由 此 ， 我 们 推导 得 到 : 
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7(4) = 辣 ，T(O = 站 ，T(e) = 


图 4-13 ”在 一 个 棋盘 上 国王 的 移动 


依据 式 (4-7) ， 国 王 平 均 需 要 52 步 半 的 移动 返回 到 一 个 中 心 方块 a( 从 这 个 方块 开 
始 时 ) ， 当 从 位 于 侧 带 上 的 一 个 方块 开始 且 返 回 该 方块 需要 84 步 的 移动 ， 当 从 边 角 
之 一 开始 且 返 回 该 方块 需要 140 步 移 动 。 

对 于 其 他 棋子 ， 方 法 是 类 似 的 。 

一 一 从 棋盘 的 任意 方块 ， 城 堡 可 到 达 同 样 编号 的 方块 ; 如 此 其 位 置 是 均匀 分 布 
的 ， 从 每 个 方块 出 发 的 均值 返回 时 间 等 于 64 步 移 动 。 

一 一 从 棋盘 的 4 个 同心 环 之 一 上 的 任意 方块 、 从 外 环 到 内 环 的 话 ， 每 个 主教 可 
到 达 7、9、11 和 13 个 方块 ， 从 外 环 出 发 的 均值 返回 时 间 是 最 大 的 ， 此 时 等 于 40 
步 移动 。 

一 一 从 棋盘 的 4 个 同心 环 之 一 上 的 任意 方块 、 从 外 环 到 内 环 的 话 ， 皇 后 可 到 达 
21、23 、25 和 27 个 方块 ; 从 外 环 出 发 的 均值 返回 时 间 是 最 大 的 ， 此 时 等 于 208/3 
步 移 动 。 


取决 于 骑士 在 棋盘 上 的 位 置 ， 它 可 到 达 2、3、4、6 或 8 个 方块 ; 从 边 角 
的 均值 返回 时 间 是 最 大 的 ， 此 时 等 于 168 步 移动 。 因 此 ,骑士 是 获胜 者 。 


第 S 章 马尔 科 夫 过 程 


本 章 描 述 连续 时 间 马 尔 科 夫 过 程 的 定义 和 主要 性 质 。 我 们 将 看 到 ， 这 些 过 程 实 
际 上 可 被 看 做 转移 之 间 具 有 独立 、 指 数 时 间 的 马尔 科 夫 链 。 


5.1 定义 


我 们 称 一 个 随机 过 程 X(1) ,+e R,， (从 某 个 可 数 集合 人 中 取 值 ) 是 一 个 马尔 科 
夫 过 程 ， 如 果 它 是 无 记忆 的 ， 这 是 指 对 于 任意 正 实数 +、s， 任 意 状态 x、y eXX, 
个 不 同 正 实数 ，…，i <i 的 任意 集合 ， 以 及 1 个 状态 x; ，…, x,e 站 的 任意 集合 ， 
满足 : 
P(X(t+s) =YXCb) =x; 大 (三 ) =%,", X(t,) =%,) 
=P(X(t+s) =yIX(t) =x) 
称 马尔 科 夫 过 程 是 齐 次 的 ， 如 果 这 个 表达 式 独 立 于 t。 


5.2 转移 率 


在 下 面 各 节 ， 我 们 仪 考虑 齐 次 的 和 正则 (regular) 的 马尔 科 夫 过 程 ， 即 在 有 限 
时 间 长 度 的 任何 区 间 上 都 有 一 个 几乎 处 处 存在 的 有 限 转移 次 数 。 这 样 一 个 过 程 的 演 
化 过 程 ， 被 称 作 一 个 跳 转 (jump) 过 程 ， 是 可 由 它 的 每 个 状态 对 之 间 的 转移 率 唯 
一 表征 的 。 

对 于 不 同 状 态 的 任意 状态 对 *、yeX， 我 们 以 9g(x,y) 表 示 从 状态 x 到 状态 y 的 
转移 率 : 


g(x) =limy P(X(t) =yIX(0) =%) 
我 们 假定 对 于 任意 *eX， 从 状态 x 离开 的 离开 率 如 下 定义 : 


q(x) = 之 (xy) (5 
满足 : 
0<g(x)<% 


使 用 离散 时 间 ， 我 们 将 在 5. 3 看 到 ， 马 尔 科 夫 过 程 的 行为 如 下 : 当 在 状态 x 时 ， 
对 于 任意 y 了 x， 在 参数 为 q(*,y) 的 某 个 指数 时 间 长 度 之 后 ， 它 实际 上 移动 到 状态 
y， 如 果 g(x,y) =0， 则 这 个 时 间 长 度 是 无 穷 的 。 实 际 的 转移 取决 于 最 短 的 时 间 长 
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度 。 依 据 指数 分 布 的 性 质 ， 在 参数 为 q(x) 的 某 个 指数 时 间 长 度 之 后 ， 发 生 转 移 ， 
并 以 概率 g(x,y)/g(x) 对 应 于 状态 y 中 的 一 次 改变 ， 
是 独立 于 这 个 时 间 长 度 的 。 

我 们 称 转移 图 为 有 方向 的 图 ， 它 的 节点 是 的 
元 素 ， 边 代表 具有 正 转 移 率 的 转移 ， 如 图 5-1 所 示 。 
每 条 边 的 权重 等 于 相应 的 转移 率 。 称 过 程 是 不 可 约 
的 ， 如 果 过 程 的 转移 图 是 强 连通 的 ， 即 如 果 任 意 不 
同 状 态 *、ysX， 图 中 存在 从 状态 x 到 状态 y 的 路 径 


以 及 从 状态 y 到 状态 x 的 路 径 。 这 时 我 们 在 使 用 时 ， ”图 5-1 在 X=11,2,31 上 一 个 
假定 它 是 成 立 的 马尔 科 夫 过 程 的 转移 图 


5.3 离散 情形 


出 于 简单 性 9 考虑 ， 我 们 假定 离开 率 是 有 界 的 : 
supg(%) < o (52) 
那么 我 们 可 定义 ， 对 于 任意 充分 小 的 r >0， 马 尔 科 夫 链 和 7" ,ne N， 它 从 对 取 值 ， 
转移 概率 为 : 


p(x,y) =7g9(%x,y) 如 果 * 天 y (5-3 ) 
p(x, %) =1-7g(x) 

在 参数 为 rg(x) 的 一 个 几何 随机 变量 过 程 期 间 ， 马 尔 科 夫 链 XX‘ 停留 在 状态 x， 之 
后 以 概率 g(x,y)/g(x) 跳 转 到 状态 y。 当 7 趋 于 0 时 ， 在 时 间 区 间 [nr,(z+1l)7] 
上 ， 随 机 过 程 等 于 系 ” ， 它 的 行为 类 似 马 尔 科 夫 过 程 X(b) 的 行为 : 依据 2. 2 节 ， 
在 一 个 参数 为 q(x) 的 指数 时 间 期 间 ， 极 限 过 程 停留 在 状态 x*， 之 后 以 概率 g(x,y)/ 
q(x) 跳 到 状态 yo 

我 们 称 于 为 与 马尔 科 夫 过 程 X(1) 关联 的 骨架 链 ( skeleton chain ) ， 这 是 离 
散 时间 马 尔 科 夫 过 程 。 因 此 马尔 科 夫 链 的 所 有 性 质 都 适用 于 马尔 科 夫 过 程 。 唯 一 的 
例外 是 周期 性 的 概念 ， 它 是 离散 时 间 固 有 的 性 质 。 注 意 ， 上 骨架 链 是 非 周期 的 ， 原 因 
是 对 于 所 有 状态 x， p(x, x) >0 ( 见 评 述 4.1) : 一 个 马尔 科 夫 过 程 不 可 能 是 周期 
性 的 。 

评述 5.1 (采样 )。 骨 架 链 X'? 不 是 在 时 刻 nr，n e N 采样 的 马尔 科 夫 过 
程 X(1)。 特 别 地 ， 在 时 间 期 间 7 的 任何 区 间 内 ， 马 尔 科 夫 过 程 可 有 一 个 任意 大 的 
跳 数 。 骨 架 链 仅 可 被 看 做 在 极限 盖 *0 中 的 nr 时 刻 采样 的 马尔 科 夫 过 程 。 


晶 5.18 节 的 练习 4 形象 地 说 明了 与 无 界 离开 率 有 关 的 一 些 问 题 。 
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5.4 平衡 方程 


我 们 称 X 上 的 一 个 概率 度量 是 过 程 的 一 个 静态 分 布 ， 如 果 在 任何 时 刻 :0 处 ， 
(4) 的 分 布 都 等 于 x， 条 件 是 只 要 初始 状态 了 (0) 的 分 布 等 于 7， 那么 我 们 称 该 过 
程 处 于 一 个 稳定 状态 。 

任意 稳定 分 布 满足 如 下 方程 : 

Vx eX, n(x) 2 g(x,y) = DT(y) gy, *) (5-4) 
这 些 是 马尔 科 夫 过 程 的 平衡 方程 ， 它 们 是 从 骨架 链 X( 得 到 的 。 这 个 链 的 任意 静 
态 分 布 7 实际 上 满足 相应 的 平衡 方程 : 

Vx eX, T° (x) = D7 yp" (y, x%) 

依据 式 (5-3) ， 这 些 方程 等 价 于 : | 

Vx eX 7 (%) 2 q(x,y) 2 7" (y)g(y, *) 
因此 与 马尔 科 夫 过 程 的 平衡 方程 (5-4) 是 一 致 的 。 


5.5 静态 度量 


我 们 将 一 个 静态 度量 看 作 平衡 方程 的 任何 非 零 解 ; 将 一 个 静态 度量 定义 为 可 达 
到 某 个 乘积 的 常数 ， 因 此 一 般 而 言 不 是 一 个 概率 度量 。 就 马尔 科 夫 链 而 言 ， 从 不 可 
约 性 得 到 ， 任 意 静 态 独立 满足 : 

VxeX, 7(x) >0 (5-5) 
存在 一 个 静态 分 布 当 且 仅 当 存在 一 个 有 限 和 的 静态 度量 ， 那 么 静态 分 布 7 是 唯一 
的 ， 且 可 从 静态 度量 的 归 一 化 得 到 ， 满足: 

之 T(z) = 1 (5-6) 


5.6 ”静态 性 和 遍历 性 


有 具 有 某 个 静态 分 布 7 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 被 称 作 是 稳定 的 。 这 个 静态 分 布 
也 是 该 过 程 的 极限 分 布 ， 是 指 ， 对 于 任何 状态 x: 
limP(X(1) =%) =T7(¥) 
对 于 任意 初始 状态 (0)， 该 式 成 立 。 另 外 ， 静 态 分 布 给 出 在 每 个 状态 中 花费 的 时 
间 比 值 ， 即 ， 对 于 任意 状态 x*， 无 论 初始 状态 了 (0) 为 何 ， 均 满足 : 
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lim 去 |1(X() = x)dt = 7(x) 几乎 处 处 成 立 


这 在 图 5-2 中 得 以 形象 图 示 。 
XO 


图 52 遍历 性 : 7(1) 是 在 状态 1 中 花费 的 时 间 比 值 


一 般 而 言 ， 对 于 满足 E(f(X) ) < % 的 任意 函数 f: XR: 
lim 于 CO)d = E(f(X)) 几乎 处 处 成 立 (5-7) 


其 中 , X 是 具有 分 布 7 的 一 个 随机 变量 。 这 是 遍历 定理 ， 该 定理 给 出 时 间 中 的 均值 
(等 式 的 左 侧 ) 和 空间 中 的 均值 (等 式 的 右 侧 ) 是 一 致 的 。 称 该 过 程 是 遍历 的 。 
没有 稳定 分 布 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 被 称 为 不 稳定 的 。 那 么 对 于 任意 状态 x， 时 
间 趋 于 无 穷 时 ， 无 论 初始 状态 X(0) 为何 ， 都 满足 : 
limP(X(1) sw) =0 
因此 该 过 程 最 终 离开 状态 的 任意 有 限 子 集 。 特 别 地 ， 如 果 状 态 空间 是 有 限 的 ， 则 过 
程 一 定 是 稳定 的 。 对 于 一 个 无 限 状态 空间 ， 过 程 是 不 稳定 的 ， 如 果 平 衡 方 程 
(5-4) 没有 有 限 和 的 解 。 


5.7 常 返 性 (recurrence) 和 瞬时 性 


和 马尔 科 夫 链 一 样 ， 马 尔 科 夫 过 程 的 标准 分 类 ， 是 依据 常 返 性 和 瞬时 性 概念 
的 : 一 个 过 程 被 称 为 常 返 的 ， 如 果 到 任意 状态 的 返回 时 间 ， 即 离开 这 个 状态 并 返回 
该 状态 所 花费 的 时 间 儿 乎 处 处 是 有 限 的 ， 否 则 称 为 瞬时 的 。 一 个 常 返 过 程 被 称 为 正 
第 返 的 ， 如 果 返 回 时 间 有 一 个 有 限 的 均值 ， 否 则 是 零 常 返 的 。 依 据 我 们 的 术语 说 
法 ,一 个 稳定 过 程 是 正常 返 的 ， 而 一 个 不 稳定 过 程 是 零 常 返 的 或 瞬时 的 。 对 于 一 个 
稳定 过 程 ， 返 回 到 任意 状态 x 的 均值 时 间 是 跳 到 该 状态 的 频率 的 倒数 ， 即 ， 依 据 
5.8 节 ， 得 到 : 


本 
7T(%)q(%) 
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5.8 转移 频率 


对 于 任意 不 同 状态 对 xyseX， 量 7(x)g(x,y) 对 应 于 从 状态 x 到 状态 y 的 转移 
频率 ， 如 图 5-3 所 示 。 可 将 式 (4-8) 应 用 到 骨架 链 ， 得 到 这 个 结果 ， 对 于 任意 充 
分 小 的 Ts 有 : 


N 
T(x)q(%,y) = lim 赵 D1(X" = ,Xt = y) 几乎 处 处 成 立 
ER n=1 


XD 


图 5-3 给 定 7(1)g(1,2)， 从 状态 1 到 状态 2 的 转移 频率 


特别 地 ， 到 状态 % 的 到 达 频 率 和 从 状态 x 的 离开 频率 ， 分 别 由 下 面 两 式 给 定 ， 
2 7(7) gy, x) 和 2 T(x)q(%,y) 

在 平衡 时 这 些 量 是 必须 相等 的 。 我 们 发 现 平衡 方程 (5-4)， 实 际 上 可 解释 为 ， 在 

任何 状态 下 到 达 频 率 和 离开 频率 间 的 等 式 关系 。 注 意 ， 依 据 式 (5-1) ， 跳 到 状态 x 

的 频率 可 简单 由 下 式 给 定 : 


T(X) g(x) 
5.9 虚拟 (virtual) 转移 


除了 迄今 为 止 谈 到 的 不 同 状态 间 的 转移 外 ， 考 虑 马尔 科 夫 过 程 中 从 一 个 状态 到 
其 自身 的 虚 转 移 是 有 用 处 的 。 

对 于 任意 状态 xe 六 ， 我 们 以 g(x, *) 表示 从 状态 到 其 自身 的 转移 速率 。 现 在 
转移 图 中 ， 对 于 g(x, x) >0 的 所 有 状态 x*， 出 现 回路 ， 如 图 5-5 所 示 。 现 在 从 任意 
状态 x eX 的 离开 速率 定义 如 下 : 

g(x) = 之 40x) 

虚 转移 并 不 改变 马尔 科 夫 过 程 的 变化 过 程 (evolution) ， 但 却 引入 了 其 他 事件 ， 
即 从 一 个 状态 到 其 自身 的 跳 转 过 程 。 对 于 图 5-5 给 出 的 马尔 科 夫 过 程 ， 这 在 图 5-6 
中 做 了 图 示 说 明 。 当 过 程 处 于 状态 x 时 ， 在 参数 g(x,y) 的 某 个 指数 时 间 长 度 之 后 ， 
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图 5-5 带 有 虚 转移 的 马尔 科 夫 过 程 的 转移 图 


过 @ 实际 转移 
(9 O 虚 转移 
3 @----- @-、 
1 1 和 
1 | 下 
2 OO---， . ， 0 
1 1 1 ! 
1 I 1 f 
I De ec--， 6 


图 5-6 带 有 虚 转 移 的 马尔 科 夫 过 程 演化 


它 虚拟 地 跳 转 到 状态 y;， 对 于 任意 ye 对 ， 当 g(x,y) =0 时 ， 这 个 时 间 长 度 是 无 穷 
的 。 由 最 短 时 间 长 度 确定 的 实际 状态 改变 ， 在 参数 g(x) 的 某 个 指数 时 间 长 度 之 后 
发 生 ， 并 对 应 于 以 概率 q(x,y)/g(x) (对 于 任意 yeX， 独 立 于 这 个 时 间 长 度 ) 跳 
和 TAN Yo 

得 到 的 马尔 科 夫 过 程 ， 与 没有 虚 转移 但 有 相同 转移 速率 的 马尔 科 夫 过 程 ， 具 有 
Re 平衡 方程 给 定 如 下 : 

ny Zod) a S77) ay, *), Vx ex (5-8) 

这 些 方 和 程 等 价 于 没有 虚 转移 的 平衡 方程 (5.4) 。 

量 7(x)g(x) 对 应 于 跳 转 到 状态 % 的 频率 〈 包 括 虚 转移 )， 而 其 倒数 
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1ZXCT(z)4q(x) ) 对 应 于 返回 到 状态 x 的 均值 时 间 ， 由 于 虚 转 移 的 存在 ， 所 以 返回 是 
可 能 的 。 


5.10 内藤 链 
令 闷 =X(0), 蕊 为 在 马尔 科 夫 过 程 X(1) 第 n 次 跳 转 〈 可 能 包括 虚 转移 ) 之 


后 的 状态 。 序 列 X,,neN 定义 了 一 个 马尔 科 夫 链 ， 称 之 为 内 髋 链 ， 它 的 转移 概率 
如 下 给 定 : 


gq(%,y) 


Vx,yeX, p(x,y) = oe (5-9) 
如 果 7 是 过 程 的 一 个 静态 度量 ， 那 么 度量 到 如 下 给 定 : 
VxeX, T(x)=7(x)g(x) (5-10) 


是 如 下 内 骨 链 的 一 个 静态 度量 : 

Vx eX, 7'(x) = 2 my)p(y, *) 
马尔 科 夫 过 程 的 不 可 约 性 ( 因此 得 到 内 幅 链 的 不 可 约 性 ) 意味 着 这 些 方程 的 任意 
解 ， 对 于 任意 xseX， 满 足 ro(x) >0。 


XD+ 
XX 
3 We 全 
1 1 1 
,| 0 ----, | ' 9-------- a 
1 1 1 | 
Ns Ee 


图 5-7 ”一 个 马尔 科 夫 过 程 及 其 内 艇 马尔 科 夫 链 


依据 式 〈5-2 ) ， 马 尔 科 夫 过 程 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 其 内 和 藤 链 是 稳定 的 。 分 别 以 
7 和 7 表示 它们 相应 的 静态 分 布 ， 则 内 秀 链 处 于 状态 x 的 概率 到 (x) 正比 于 访问 
状态 x 的 频率 7(x)g(x)。 而 该 过 程 的 静态 分 布 "7， 给 出 该 过 程 在 每 个 状态 中 所 占 
时 间 的 比例 ( 见 5.6 节 的 遍历 定理 ) ， 则 内 扔 链 的 静态 分 布 zm" 给 出 过 程 跳 到 每 个 
状态 的 比例 。 内 骸 链 可 被 看 做 这 样 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 它 的 指数 定时 右 是 同 态 化 
的 ， 所 以 在 下 一 次 转移 之 前 处 于 每 个 状态 中 所 花费 的 均值 时 间 相同 。 


5.11 条 件 转移 公式 


令 TCXxX 是 马尔 科 夫 过 程 转移 的 一 个 子 集 ，5 是 7 了 的 一 个 子 集 。 我 们 考虑 
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如 下 事件 ， 即 给 定 了 中 的 某 个 转移 ， 这 个 转移 
转移 频率 的 比值 。 内 和 骸 链 使 我 们 可 证 明 这 个 结 


属于 $ 的 事件 。 这 个 概率 等 于 相应 
。 在 一 个 稳定 状态 中 ， 可 充分 观 


察 到 : 
Vx,yeX, P(X, =x,X,=7Y) 
=P(X, =x)P(X, =y|lX, =x) 
=7" (x)p(x,y) 

依据 式 (5-9) 和 式 (5-10)， 这 个 量 正比 于 从 状态 x 到 状态 y 的 转移 频率 (x)g(x,y)。 

我 们 进行 如 下 推导 : 


P((X,,X) eSI(X,,X,)e7) 


P((X,,X) eS) 


POOK ,XI) eT7) 
2 (esT (XI x,y) 
> yer) a,y) 


5.12 反 向 时 间 中 的 过 程 


到 此 为 止 ， 我们 定义 了 任意 te R ,的 过 程 X(1)。 假 定 X(0) 的 分 布 是 静态 分 
布 7， 则 马尔 科 夫 过 程 头 (1) 可 扩展 到 任意 +e R。 出 于 这 个 目的 ， 我们 定义 反 向 时 
间 X(1) =X( -1t) ,teR ,中 的 过 程 ， 它 与 过 程 X(1) 具 有 相同 的 离开 速率 ， 内 椒 链 X， 
的 转移 概率 如 下 给 定 : 


Vx,yeX, p(x,y) =P(X, =yIX, =x) 
=P(X, =y|X, =x) 


_P(Xo =y) 
P(X) =x) 


P(X =xlX, =7Y) 
_7()) 
T(x) 
其 中 ,假定 内 骸 链 X, 是 稳定 的 ， 并 处 于 稳定 状态 。 
使 用 式 (5-9) 和 式 (5-10) ， 我 们 得 到 过 程 X(1) 的 转移 速率 
Vx,yeX,g(x,y) =p(x,y) g(x) 


_7(y)g()) 
T(x) q(x) 


_7(7) 
T(xX) 


p(y, %) 


p(y, %) g(x) 


q(y, %) (5-11) 
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图 5-8 在 反 向 时 间 上 构造 一 个 马尔 科 夫 过 程 


5.13 可逆 性 


你 过 程 X(z) 为 可 逆 的 ， 如 果 它 与 在 反 向 时 间 X(i) 的 过 程 有 相同 分 布 ， 即 ， 
如 果 : 


Vx,yeX, q(x,y) =g(%,y) 
依据 式 (5-11)， 我 们 得 到 . 
T(X)G(X,y) =7(y) gy, %), Vx,yeX (5-12) 
这 些 是 局 部 平衡 方程 ， 它 强 于 通过 求 和 得 到 的 全 局 平衡 方程 。 这 意味 着 ， 对 于 所 有 
状态 xyeX， 在 一 个 稳定 状态 中 时 ， 从 状态 x 转移 到 状态 y 的 频率 一 定 等 于 从 状 
态 y 转移 到 状态 x 的 频率 。 一 般 而 言 ， 我 们 称 一 个 马尔 科 夫 过 程 是 可 逆 的 ， 如 果 存 
在 一 个 非 零 度量 7， 满 足 局 部 平衡 方程 (5-12) ; 我 们 不 施加 稳定 性 限制 。 
依据 式 〈5-5) ， 可 逆 性 的 一 个 必要 条 件 (但 不 是 充分 条 件 ) 是 : 
q(x,y) >0eg(y，XY) >0, Vx,yeX 
在 转移 图 中 的 任意 边 一 定 有 其 对 称 边 ， 这 样 的 一 个 图 将 被 称 为 对 称 的 。 例 如 ， 
图 5-1 所 示 的 转移 图 是 不 对 称 的 ， 因 此 不 对 应 于 一 个 可 道 的 马尔 科 夫 过 程 。 


5.14 Kolmogorov 准则 


一 个 马尔 科 夫 过 程 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 它 的 转移 图 是 对 称 的 ， 且 对 于 这 个 图 中 
的 任意 回路 ( 即 图 中 的 任意 长 度 为 1 的 任何 路 径 x6, x ,…, xz， ) ， 在 该 回路 的 
两 个 方向 上 转移 速率 的 乘积 是 相等 的 ; 
q(xo, %1)G( Xi, Ka) 0CZ 1，2Xo) 


= g(xo, N11) "gq( Ns, X1) gq(N1, Xo ) (5-13) 
那么 平衡 方程 (5-12) 的 一 个 解 给 定 如 下 : 
Vx eX, T(x) Sn a X1) q(N1, 5) gl(Xii, x) (5-14) 


g(xX1, Ko) q(x, Yi) q(x, X11) 
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其 中 ，x 是 一 个 任意 状态 ，x ，* ,…, x)_1，% 表示 转移 图 中 从 x 到 x 的 任何 路 径 。 
这 个 表达 式 独立 于 所 选 路 径 ， 对 于 转移 图 中 有 一 条 边 连接 的 任何 状态 对 x、y e 式 ， 
实际 上 我 们 有 : 
X ， d(Cxo，xX1)g(Yz1，xY2) q(xi1, %) %3 
ee A) 
它 对 应 于 局 部 平衡 方程 (5-12 ) 。 
相反 ， 因 为 
g(xo, X1) gq( Ni, 2 ) qg(Xii ，2%) _T(CXZD)TCz2) T(XI) _ 
q(x1, Xo) G(x, Xi) q(x, Nt) TOxo)TOZ) TX) 
所 以 局 部 平衡 方程 意味 着 转移 图 的 对 称 性 和 等 式 (5-13)。 式 (5-14) 给 出 可 
道 过 程 的 关注 点 ， 它 的 平衡 方程 的 解 是 显 式 的 。 


=7(7) 


5.15 一 个 可 逆 过 程 的 截断 


令 X(t) 是 XX 上 带 有 一 个 静态 度量 7 的 马尔 科 夫 链 。 对 于 状态 空间 的 任何 非 空 
子 集 4CX， 我 们 将 截断 过 程 X'(t) 定义 为 状态 空间 4 上 的 马尔 科 夫 过 程 ， 其 转移 
速率 给 定 如 下 : 

d (xy) =q(%,y), VxyE4 
因此 从 状态 xs4 出 发 ， 可 到 达 一 个 禁止 状态 〈 例 如 一 个 状态 ze4) 的 任何 转移 ， 
都 会 被 去 除 ， 如 图 5-9 所 示 。 图 5-10 给 出 这 样 一 个 截断 的 范例 。 我 们 假定 截断 的 过 
程 是 不 可 逆 的 。 


1 
图 $5-9 一 个 马尔 科 夫 过 程 的 截断 图 5-10 图 5-1 中 的 马尔 科 夫 过 程 截断 到 子 集 4 = |1,2| 


当 马 尔 科 夫 过 程 (i) 是 可 逆 的 ， 则 截断 的 过 程 X'(1) 本 里 就 是 可 道 的 ， 其 静态 
度量 7' 等 于 将 7 约束 到 4 : 
T'(x) =7(x) 如果 xe4 
7'(x) =0 其 他 
这 是 局 部 平衡 方程 的 一 个 结果 ， 由 原 马尔 科 夫 过 程 满足 : 
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Vxiye4，T(z)q(CxYy) =7(y)q(y, %) 
当 截 断 的 马尔 科 夫 过 程 是 稳定 的 ， 它 的 静态 分 布 可 通过 归 一 化 得 到 : 
TT'(x) = — Vxe14 


二 
5.16 独立 马尔 科 夫 过 程 的 乘积 


令 庆 (1t) 和 X(t) 是 在 相应 状态 空间 X,， 和 XX 上 的 两 个 独立 马尔 科 夫 过 程 ， 并 
有 相应 的 静态 度量 ~ 和 7,。 我 们 以 g, (x ,y, ) 、g; (%; ,Y; ) 表示 没有 任何 虚 转 移 的 
相应 转移 速率 。 乘 积 过 程 (1) = (总 (7) ,X,(i) ) 是 状态 空间 对 = (Xi,X,) 上 的 一 个 
马尔 科 夫 过 程 ， 具 有 如 下 转移 速率 : 
dz) 如 果 x =y 
g(x) =10(02) 如果 xi =y1， Vx,yeX 
0 其 他 


T(xX) =T71(X N(x), VxexX 
另外 ， 当 针 , (1) 和 大 ,(1) 可 逆 时 ， 过 程 X(t) 是 可 道 的 。 对 于 所 有 x、y esX， 比 如 满 
足 x, =y, 时 ， 我们 实际 上 得 到 . 
TK) IXY) = (NT (Ka) gi (Ki Yi) 
=7T71 (1) T(x ) gq (y1, xi) 
=7(y)q(y, %) 


5.17 生 灭 过 程 


我 们 称 一 个 生 灭 过 程 为 X=N 上 的 这 样 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 其 转移 仅 发 生 在 连 
续 整 数 之 间 。 对 于 任意 xeN 和 x >0， 我 们 以 和 A(x) =g(x, x +1) 表 示 状 态 x 中 的 出 
生 率 ， 以 (x) =g(x, x -1) 表 示 状 态 * 中 的 死亡 率 。 这 个 过 程 的 转移 图 如 图 5-11 
所 示 。 依 据 Kolmogorov 准则 ， 这 样 一 个 过 程 是 可 逆 的 ， 其 静态 度量 7 给 定 如 下 : 


_ A(O)A(1):…A(x -1) 
a ee Vx 天 0 (5-15) 
4(0) A(1) A(2) 4(3) 
0O 0 
AD) A(2) AG) 1(4) 


图 5-11 一 个 生 灭 过 程 的 转移 图 
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假定 生 灭 速率 A(x) 和 (*) 都 有 有 限 的 极限 ， 分 别 表示 为 A 和 凡 ， 该 过 程 是 稳 
定 的 ， 当 且 仅 当 入 <j。 


5.18 “本章 习题 


1. 第 一 个 马尔 科 夫 过 程 

计算 图 5-1 中 马尔 科 夫 过 程 的 静态 分 布 。 推 导 状 态 1 中 花费 的 时 间 比 值 ， 给 定 
到 状态 1 的 一 跳 ， 过 程 来 自 状态 2 的 概率 。 将 之 与 相关 联 的 内 能 马尔 科 夫 链 得 到 的 
结果 进行 比较 。 

2. 在 一 个 立方 体 上 游 走 

我 们 考虑 由 立方 体 的 节点 形成 的 状态 空间 上 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 。 所 允许 的 转 
移 ， 是 治 立方 体 边 的 转移 ， 以 及 治 立方 体 四 条 长 对 角 线 之 一 的 转移 。 转 移 速率 都 等 
于 1。 计 算 在 平衡 状态 时 通过 对 角 线 的 频率 。 


3. 停车 空间 

我 们 考虑 两 种 停车 空间 ， 一 种 为 私有 停车 空间 ， 保 留 为 订户 所 用 ， 男 一 种 为 公 
共 停 车 空间 ， 可 为 所 有 人 所 用 。 订 户 依据 强度 为 A 的 泊 松 过 程 到 达 ， 当 两 种 空间 
都 可 用 时 ， 均 匀 随 机 地 选择 一 种 空间 。 非 订户 依据 强度 为 A, 的 泊 松 过 程 到 达 ， 并 
可 使 用 公共 的 停车 空间 。 没 有 找到 任何 可 用 停车 空间 的 一 辆 轿车 会 开 走 。 每 辆 轿车 
在 参数 为 4 的 一 个 指数 时 间 段 内 停车 。 


,— 


、N 


2 一 一 >| 公共 的 


我 们 通过 每 个 停车 空间 的 状态 (可 用 或 占用 ) 来 描述 系统 。 夯 出 关联 的 马尔 
科 夫 过 程 的 转移 图 。 这 个 过 程 是 可 逆 的 吗 ? 给 出 一 个 订户 没有 找到 任何 可 用 停车 空 
间 的 概率 ， 该 概率 作为 过 程 的 静态 分 布 的 一 个 函数 。 和 针对 一 名 非 订 户 回 答 相 同 问 
题 。 当 A =A; = 人 =1 时 ， 计算 数值 结果 。 
4. 气球 掉 下 
由 于 风速 ， 一 个 气球 会 有 一 个 不 确定 的 轨迹 。 在 一 个 指数 时 间 长 度 期 间 ， 它 停 


A 
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留 在 x 米 高 度 处 ， 之 后 它 等 概率 上 升 到 (x +1) 米 处 , 或 下 降 到 (x -1) 米 处 
(例外 情况 是 ， 当 * =0 时 ， 它 总 是 上 升 到 x =1 处 ) 。 在 每 次 移动 之 前 ， 当 在 高 度 > 
处 消逝 的 均值 时 间 等 于 1、1/(x+1) 和 1/(x+1) 时， 气球 最 终 会 上 升 吗 ? 其 他 情 
况 下 ， 它 停留 在 地 面 上 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 

5. 分 划 

考虑 在 某 个 状态 空间 XX 上 的 一 个 稳定 马尔 科 夫 过 程 。 考 虑 将 集合 分 为 两 部 
分 4 和 8B 的 某 个 分 划 ， 证 明 在 平衡 状态 处 ， 过 程 从 部 分 4 到 部 分 B 的 频率 等 于 从 
部 分 B 到 部 分 4 的 频率 。 

6. 有 导游 的 旅游 

一 个 城堡 由 w 个 连续 房间 组 成 ， 在 参观 的 方向 上 从 1 到 NN 编号 。 三 个 导游 接 
待 游客 。 要 描述 房间 ， 平 均 花 费 一 个 导游 的 时 间 为 4 分钟 ， 时 间 长 度 是 随机 的 和 指 
数 分 布 的 。 因 为 各 导游 在 同一 房间 不 能 同时 说 话 ， 所 以 在 开始 说 话 之 前 ， 一 名 导游 
必须 等 等 前 一 名 导游 说 话 结 束 。 假 定 各 导游 不 会 停止 工作 ， 计 算 参 观 的 平均 时 间 长 
度 。 我 们 可 以 每 个 房间 中 导游 的 数量 来 描述 系统 状态 ， 并 验证 在 状态 集 上 ， 静 态 分 
布 是 均匀 的 。 

7. 征服 西部 

一 个 疆域 分 成 如 下 16 个 区 域 . 


一 名 淘金 者 依据 某 个 马尔 科 夫 过 程 ， 在 这 个 疆域 的 相 邻 区 域 间 移 动 : 它 向 北 、 
南 、 东 和 西 的 转移 速率 分 别 等 于 1、2、1、3。 淘 金 者 更 可 能 停留 在 哪个 区 域 ? 关 
联 的 概率 是 多 少 ? 

现在 两 名 淘金 者 必须 共享 该 疆域 。 在 16 个 区 域 间 的 转移 速率 是 相同 的 ， 例 外 
是 ， 两 名 淘金 者 不 能 同时 处 在 同一 区 域 。 两 名 淘金 者 处 在 疆域 西部 的 概率 是 多 少 ? 

8. 自行 车 租赁 

考虑 N 个 自行 车 租赁 站 ， 它 由 天 ，…，K 个 停车 空间 组 成 。 顾 客 依据 独立 的 
泊 松 过 程 到 达 这 些 租赁 站 ， 各 泊 松 过 程 相应 的 强度 为 A,，…，Aw。 没有 找到 任何 
可 用 自行 车 的 顾客 会 离开 。 否 则 ， 他 或 她 会 取 一 辆 自行 车 ， 满 足 参数 为 上 的 某 个 指 
数 时 间 长 度 ， 之 后 试图 以 概率 p, 在 站 i 处 归还 ,满足 p, +… +pw =1。 如 果 没 有 可 
用 的 停车 空间 ， 则 该 顾客 在 各 站 之 一 (同样 以 概率 p, ，…，pw 选择 相应 的 租赁 站 ) 
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归还 自行 车 之 前 ， 顾客 以 参数 为 的 一 个 新 的 指数 时 间 长 度 离开 。 

假定 各 站 最 初 都 是 满 的 ， 计 算 一 名 顾客 到 达 某 个 站 而 没有 找到 任何 可 用 自行 车 
的 概率 和 一 名 顾客 淮 ee 或 她 的 自行 车 而 不 能 归还 的 概率 。 计 算 N =2 个 站 
的 这 两 个 概率 值 ， 条 件 为 ， 每 个 站 有 两 个 停车 空间 ，A = A, = 从 =1 和 p, =p, = 
172。 


5.19 “习题 解答 


1. 第 一 个 马尔 科 夫 过 程 
平衡 方程 (5-4) 给 定 如 下 : 
37(1) =7(2) +27(3) 
27(2) =37(1) 
27(3) 三 他 (2) 
解 这 个 线性 方程 组 ， 并 应 用 归 一 化 条 件 : 
T(1) +T(2) +7(3)=1 


我 们 得 到 : 
7(1) = 各 ， 7(2) -号 ， 7(3) = 言 


花费 在 状态 1 的 时 间 比 例 是 7(1) =4/13。 给 定 到 状态 1 的 一 跳 ， 过 程 来 自 状 
态 2 的 概率 是 相应 转移 频率 的 比 ， 即 : 
7(2)g(2,1) 1 
7(1)g(1) 2 
内 舰 马 尔 科 夫 链 具 有 如 下 转移 网 : 


使 用 式 (5-10) ， 并 应 用 归 一 化 条 件 : 
7 (1) +7(2) +7"(3)=1 
我 们 得 到 : 
(1) = 和，m(2) = 言 ，(3) = 亏 
et 这 不 同 于 马尔 科 夫 过 程 在 状态 1 花费 的 时 间 比 
例 。 给 定 到 状态 1 的 一 跳 ， 马 尔 科 夫 链 来 自 状态 2 的 概率 是 相应 转移 频率 的 
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比 ， 即 : 
到 (2)pP(2,1) 1 
7 (Il) 2 
当然 ， J 于 上 面 通过 马尔 科 夫 过 程 得 到 的 值 。 
2. 在 一 个 立方 体 上 游 走 
ee 
有 节点 上 都 是 均匀 的 。 通 过 对 角 线 的 转移 频率 是 在 两 个 方向 上 转移 频率 之 和 ， 即 
1/4。 
3. 停车 空间 
我 们 以 X(i) 表示 在 时 间 i 时 私有 停车 空间 的 状态 如 果 空 间 为 空 闪 的 ， 则 
X(t) 等 于 0， 如 果 空 间 为 占用 的 ， oo pn 
示 时 刻 t 时 公共 停车 空间 的 状态 。 联 合 过 程 (X(t) ,Y(t) ) 是 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 其 
转移 图 如 下 : 


将 Kolmogorov 准则 应 用 于 回路 (0,0) 一 (1,0) 一 (1,1) 一 (0,1) 一 (0,0)， 我 们 
可 验证 这 个 马尔 科 夫 过 程 是 不 可 道 的 。 我 们 必须 使 用 平衡 方程 来 推导 静态 分 布 r。 
从 泊 松 到 达观 察 时 间 平 均 (PASTA) 性 质 ， 得 到 一 名 订户 和 一 名 非 订 户 不 会 找到 
任何 可 用 停车 空间 的 概率 分 别 为 p, =7(1,1) 和 p,=7(0,1) +7(1,1)。 

在 A = 和 ,=k=1 的 特定 情形 中 ， 我 们 得 到 .: 


no 0 = or -所 ， A = 二， ye 


13 
43 


我 们 推导 得 到 p, =13/43 =0. 30 和 p, =27/43 =0. 62 。 

4. 气球 落下 

我 们 以 (i) 表示 在 时 刻 ; 时 气球 的 高 度 。 在 指数 时 间 过 程 中 ， 气 球 停留 在 高 度 
xx， 之 后 移动 到 一 个 不 同 的 高 度 ， 这 仅 取决 于 x: X(1) 是 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 其 转 
移 图 如 下 图 ， 其 中 a(x) 是 与 高 度 x 处 花费 时 间 相 关 的 指数 分 布 参数 : 
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a(0) a(1)/2 a(2)/2 a(3)/2 
0 CO 
a(1)/2 a(2)/2 a(3)/2 a(4)/2 


这 是 一 个 生 灭 过 程 ， 其 静态 度量 如 下 给 定 
2a(0) 
a(x) ” 

该 过 程 是 稳定 的 ， 当 上 且 仅 当 7 是 可 求 和 的 。 如 果 a(x) =1 或 a(x) =x+1， 人 情 
况 就 不 是 稳定 的 ; 如果 a(x) = (x+1)”， 过程 是 稳定 的 。 在 归 一 化 之 后 ,我 们 得 到 
在 地 面 花 费 的 时 间 比 例 : 7(0) =3/(7 -3) 守 0. 44。 

注意 : 在 三 种 情形 中 ， 内 岁 马 尔 科 夫 链 是 相同 的 ， 是 不 稳定 的 。 当 转移 率 不 受 
约束 时 ， 在 过 程 的 稳定 性 和 内 机 链 的 稳定 性 之 间 ， 不 存在 简单 的 关系 。 遵 循 相同 原 
则 ,读者 可 构造 一 个 不 稳定 的 马尔 科 夫 过 程 ， 其 内 骸 链 是 稳定 的 。 

5. 分 划 

平衡 方程 (5-4) 可 写 为 : 


Vx eX, T(x) (Fas) 十 之 4(x ,7) ) 


= 2 (7) ay, %) 十 2 (9) gy, %) 
在 所 有 x e4 之 上 将 这 些 方程 求 和 ， 并 简化 得 到 的 表达 式 ， 我 们 得 到 期 望 的 结果 ; 
之 之 T(z)9(xy) = 2 2 7(y)ay, %) 
6. 有 导游 的 旅游 
在 每 个 房间 中 的 导游 数量 ， 形 成 状态 空间 上 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 : 
X=|xeN" .x + +xy =3) 
以 e; 表示 与 第 i 项 关联 的 单位 向 量 ， 对 任意 i=1，2，…,N -1 和 满足 x; 关 0 的 任 
意 x， 从 状态 x 到 状态 x -e; +e; ,的 过 程 转移 率 等 于 从 ， 其 中 几 是 一 名 活跃 的 导游 
离开 一 个 房间 的 离开 率 ， 即 j=1/4 min”'。 男 外 ， 假 定 导游 不 会 停止 工作 ， 则 对 于 
任何 x, 关 0 的 任意 x， 从 状态 x 到 状态 x - e+e 的 转移 率 等 于 yw， 否则 转移 率 
注意 : 仅 对 于 N=2， 过 程 是 可 逆 的 。 例 如 ,对 于 N=3， 存 在 从 状态 (3, 0, 0) 
到 状态 (2，1，0) 的 一 个 转移 ， 但 在 男 一 个 方向 上 不 存在 转移 。 
平衡 方程 是 : 
Vx eX, T(x) 之 / 至 之 T(x -e+e 


满足 恒等式 ee =ex。 我 们 可 证 明 ， 给 定 7(x) =1 条 件 下 ， 对 于 任意 xsX， 度 量 7 


T(xX) =7(0) Vx=1 
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是 静态 的 。 通 过 归 一 化 ， 由 此 对 于 任意 x eX， 静 态 分 布 由 7(x) =1/AT， 给 定 ， 其 
中 Tv 是 状态 数 ， 即 考虑 如 下 三 种 情形 : 三 名 导游 在 同一 房间 ， 两 名 导游 在 同一 房 
间 ， 三 名 导游 在 不 同房 间 . 


Ty=N+N(N-1)+ 
得 出 结论 ， i We 


定 ， 即 : 
Ly _ 3 
-jx N+2 


我 们 推导 得 到 一 个 导游 在 任意 房间 的 到 达 频 率 为 : 


NCN - Dy CO 


从 
N+2 
和 导游 参观 均值 时 间 长 度 为 : 
N+2 
从 


因此 ， 无 论 房间 数 为 多 少 ， 由 于 其 他 导游 在 房间 中 而 平均 等 待 的 时 间 等 于 2A， 即 
为 8 分钟。 

7. 征服 西部 

令 X(b) 为 在 时 刻 i 淘金 者 探索 的 区 域 。 使 用 Kolmogorov 准则 ， 我 们 验证 这 个 
过 程 是 可 逆 的 。 从 北 到 南 和 从 东 到 西 ， 对 区 域 索引 ， 索 引号 从 0 到 3， 则 我 们 得 到 
静态 度量 : 


T(ij) =327(0,0), Vi,je {0,.…,3| 
由 归 一 化 给 出 : 


1 1 
(1+3+9+27)x(1+2+4+8) 600 


因此 ,在 区 域 (3，3; 南 - 西 ) 中 更 可 能 找到 淘金 者 ， 发 生 这 种 情况 的 概率 是 
9725 。 
令 和 (和 马 ( 作 为 时 刻 上 时 两 名 淘金 者 的 位 置 。 我 们 首先 考虑 在 没有 任何 约 
束 条 件 下 ( 即 两 名 淘金 者 可 同时 探索 同一 区 域 ， 的 联合 过 程 (X,(1) ,X,(1) )。 这 是 
一 个 可 逆 过 程 ， 它 是 两 个 独立 可 逆 过 程 的 乘积 。 增 加 约束 条 件 ， 那 么 可 充分 地 考虑 
这 个 过 程 的 截断 ( 见 5. 15 节 ) 。 两 名 淘金 者 位 于 性 域 西 半 部 的 概率 给 定 如 下 : 


i hia) _ 4455 
Dy Ci 
i 1 (i2,j2 


7(0,0)= 


= 0 77 


8. 自行 车 租赁 
在 NN 站 中 可 用 空间 数 ， 形 成 状态 空间 和 = 10,1,…,Ki| x…x|0,1,…,K,|} 上 
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的 一 个 马尔 科 夫 过 程 。 以 e; 表示 第 :项 上 的 单位 向 量 ， 并 定义 风 =w;， 则 对 于 满 
足 x; < 天 的 任意 x， 从 状态 x 到 状态 x + e; 的 过 程 转移 率 等 于 和 ;对 于 满足 x, >0 的 
任意 x， 从 状态 x 到 状态 x - e; 的 过 程 转移 率 等 于 1xl 上 ， 其 中 ，1x1 =xi + x 十 … 十 
xw 表示 被 租赁 自行 车 总 数 。 我 们 使 用 Kolmogorov 准则 ， 证 明 这 个 马尔 科 夫 过 程 是 
可 逆 的 ， 并 具有 如 下 静态 度量 : 
从 于 Ai 
静态 分 布 是 通过 归 一 化 得 到 的 。 为 了 计算 一 名 到 达 某 个 站 的 顾客 没有 找到 任意 
可 用 自行 车 的 概率 ， 我们 引入 满足 x, = 天 的 任意 状态 x 的 虚拟 跳 转 率 和 ;,。 那 么 概 
率 是 关联 转移 频率 的 比 ， 即 : 


T(xX) = VxeX 


> NO 
Ze 
类 似 地 ， 一 名 顾客 试图 归还 她 的 自行 车 ， 而 不 能 归还 的 概率 给 定 如 下 : 
> 交 >» 0T (%) [xl 
5 n(x) | x 1 从 
对 于 V=2 个 站 ， 每 个 站 有 两 个 停车 空间 , 在 A, =A, = 人 =1 和 p=ps=1/2 时, 我 
们 得 到 ; 


P 


4 


12 9 
P= 行 =~0.28 和 9= 和 =~0.22 
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在 后 续 两 章 中 ， 我 们 介绍 排队 论 的 主要 组 成 ， 它 依赖 于 前 一 章 讲 述 的 马尔 科 夫 
过 程 ， 且 在 后 续 的 业务 模型 的 分 析 中 是 工具 性 的 。 


6.1 肯 达 尔 表示 法 


一 个 队列 由 儿 个 参数 来 表征 ， 例 如 服务 员 数 、 以 顾客 数 表示 的 队列 容量 以 及 顾 
客 到 达 和 服务 时 间 的 统计 特征 。 出 于 方便 性 考虑 ， 通 常 使 用 如 下 由 肯 达 尔 9 发 明 的 
表示 法 : 


A/S/ml /n| 

其 中 

一 4 表示 到 达 间隔 时 间 的 分 布 ; 

一 5 表示 服务 时 间 的 分 布 ; 

一 m 表示 服务 员 数 〈 可 能 是 无 穷 的 ) ; 

-于 表示 队列 中 顾客 的 最 大 数量 〈 默 认为 无 穷 的 ) 。 

这 里 4 和 3$ 从 集合 1M，D，E，H，C) 中 取 值 ， 其 中 
M (马尔 科 夫 的 ) 指 代 指数 分 布 ，D 指 代 确定 性 分 布 ， 指 
代 爱 尔 兰 分 布 (指数 分 布 之 和 ) ， 厂 指 代 超 指数 分 布 (在 指 
数 分 布 中 随机 选取 ) 以 及 G 指 代 某 个 一 般 分 布 (未 指明 
的 ) 。 除 非 另 外 指定 ， 顾 客 们 均 是 以 其 到 达 的 顺序 被 服务 的 
( 先 到 先 服务 (FIFO) ) 。 在 6. 3 节 我 们 将 看 到 其 他 常用 的 服 @@ 
务 规律 。 例 如 ，M/D/1 表示 一 个 FIFO 单 服 务 员 队 列 ， 对 顾 
客 数量 没有 任何 限制 ， 顾客 们 的 到 达 遵 从 一 个 泊 松 过 程 
(指数 到 达 间 隔 时 间 ， 见 第 3 章 ) ， 并 具有 确定 性 的 服务 时 间 。 


6.2 业务 量 和 负载 


我 们 以 A 表示 队列 中 顾客 的 到 达 率 ， 即 由 时 间 0 和 1 之 间 到 达 数 NN (1) 表示 ， 
极限 为 : 


© ”David George Kendall, 英国 统计 学 家 (1918-2007 ) 。 
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A =lim 人 只、 几乎 处 处 成 立 
因此 均值 到 达 间 隔 时 间 等 于 1/A。 
类 似 地 ， 我们 以 表示 顾客 们 从 一 个 忙 服务 员 处 离开 的 速率 ， 或 称 服务 率 ， 因 
此 均值 服务 时 间 等 于 1/ww。 例 如 对 于 一 个 MAM/: 队列 ， 顾 客 依据 强度 为 A 的 一 个 
泊 松 过 程 到 达 ， 并 要 求 参数 为 的 一 个 指数 时 间 长 度 的 服务 ， 如 图 6-2 所 示 。 


服务 时 间 


到 达 时 间 


图 6-2 业务 量 到 达 一 个 MMA 队列 


我 们 将 业务 量 强 度 定义 为 在 队列 处 单位 时 间 到 达 的 工作 负载 ， 并 以 a 表示 。 因 
为 顾客 以 速率 和 到达， 并 具有 均值 为 1A 的 服务 时 间 ， 则 我 们 得 到 : 


Q = 一 (6-1) 
从 


这 是 一 个 无 量 纲 的 量 ， 在 电信 和 领域 内 常 表示 为 爱尔兰 (符号 为 E) ( 见 第 8 章 )。 
当 可 用 服务 员 的 数量 m 为 无 穷 时 ， 业 务 量 强度 对 应 于 忙 服务 员 的 均值 数量 ( 见 6.4 
节 的 MAM/w 队列 ) 。 

我 们 将 负载 定义 为 到 达 率 与 队列 总 服务 率 之 比 ， 即 对 于 m 个 服务 员 : 


A 
We (62) 


这 也 是 一 个 无 量 纲 量 。 一 般 而 言 ， 真 实 系 统 都 工作 在 负载 p <1 的 状态 之 下 : 到 达 
率 必 须 小 于 总 服务 容量 。 我 们 将 看 到 ， 这 个 条 件 确保 了 无 穷 容量 队列 (n=% ) 的 
系统 稳定 性 ， 并 对 于 有 限 容量 队列 (n <  ) 确保 低 的 拒绝 概率 ， 也 是 必要 条 件 。 


6.3 服务 规律 


服务 规律 定义 了 顾客 被 服务 的 顺序 。 常 用 服务 规律 如 下 : 

一 FIFO 〈 先 到 先 服务 ) : 顾客 以 他 们 到 达 的 顺序 被 服务 ; 

一 LIFO (后 到 先 服务 ) : 顾客 以 他 们 到 达 顺 序 的 反 序 被 服务 (特别 地 ， 任 意 顾 
客 的 服务 ， 都 会 被 队列 中 一 个 新 顾客 的 到 达 所 中 断 ); 
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一 PS (处 理 器 共享 9) : 顾客 们 同时 都 被 服务 ， 对 服务 员 (可 能 有 多 个 ) 公平 
共享 。 

虽然 在 日 常 的 队列 和 网 络 交 换 机 的 缓冲 中 ，FIFO 是 最 常用 的 服务 规律 ， 但 就 
响应 时 间 来 说 ， 一 般 而 言 ， 它 不 是 最 佳 的 : 具有 长 服务 时 间 的 一 个 顾客 ， 强 迫 其 他 
顾客 等 待 ， 而 在 其 他 服务 规律 下 这 些 顾 客 可 得 到 快速 服务 。 例 如 ， 对 于 任何 新 的 顾 
客 ， 可 立刻 得 到 服务 员 的 服务 ， 对 于 LIFO 和 PS 规律 都 是 可 能 的 ， 如 图 6-3 所 示 。 
这 就 限制 了 “重型 ”顾客 的 影响 ， 并 解释 了 为 什么 这 两 种 服务 规律 及 其 变 体 ， 都 
被 实施 来 管理 对 计算 机 处 理 器 单元 的 访问 〈 比 如 ) 。 我 们 将 在 第 9 章 和 第 10 章 看 
到 ，PS 服务 规律 在 对 IP 网 络 的 建 模 方面 也 是 有 用 的 ， 其 中 以 报 文 形式 传递 的 信 
息 ， 会 导致 活跃 数据 流 之 间 近 似 的 公平 带宽 共享 。 


图 6-3 FIFO、LIFO 和 PS 服务 规律 (从 左 到 右 ) 


6.4 基本 队列 


现在 我 们 给 出 一 些 常 见 队列 ， 都 是 MAMA. 类 型 的 。 我 们 将 计算 时 刻 t 时 队列 
中 顾客 数 (1) (包括 服务 中 的 顾客 ) 的 静态 分 布 了 。 许 多 性 能 指标 都 是 可 从 静态 
分 布 中 推导 得 到 的 。 因 此 ， 一 名 顾客 在 队列 中 的 均值 逗留 时 间 ， 或 均值 延迟 6， 可 
从 6.6 节 描 述 的 利 陶 (Little) 公式 的 均值 顾客 数 得 到 
E(X 
5 
其 中 , 庆 表 示 稳 定 状 态 中 的 顾客 数 (为 了 简化 表示 ， 略 去 了 时 间 参 数 涩 。 

M/M/1 队列 

最 简单 和 最 常见 的 队列 是 MAM/1。 顾 客 依 据 强度 为 和 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 
并 要 求 参 数 为 久 的 指数 时 间 长 度 的 服务 。 有 单一 服务 员 ， 
队列 是 无 穷 容 量 的 。 

队列 中 的 顾客 数 形 成 一 个 生 灭 过 程 ， 出 生 率 为 和 A， 死 
亡 率 为 KWw。 这 个 过 程 的 转移 图 如 图 6-5 所 示 。 依 据 式 图 6-4 MAMAL 队列， 
(6-2) ， 其 负载 可 简单 地 由 到 达 率 与 服务 率 的 比值 给 定 单一 服务 员 队 列 


(6-3) 


日 ”这 种 服务 规律 最 初 是 针对 多 任务 、 时 间 共 享 的 处 理 器 单元 设计 的 ， 因 此 得 到 这 个 名 字 ; 见 Kleinrock 
的 书籍 第 1 章 引用 的 情况 。 
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图 6-5 M/A/M/1 队列 的 转移 图 


和 A 
Pe 
从 


从 式 (5-15) 得 到 马尔 科 夫 过 程 的 静态 度量 : 

VxeN, 7(x) =7(0)p’ 
队列 是 稳定 的 ( 指 顾客 数 到 达 一 个 静态 状态 ， 见 5.6 节 ) ， 当 且 仅 当 p <1。 在 这 个 
条 件 下 ， 由 归 一 化 ， 我 们 得 到 静态 分 布 : 

VxeN, 7(x) =(1-p)p’ 
特别 地 ， 服 务 员 忙 的 时 间 比 例 1 -7(0) 等 于 队列 负载 p (这 实际 上 是 一 般 性 的 结 
果 ， 可 由 M/GA1 队列 满足 ， 见 6. 11 节 的 练习 6) 。 队 列 中 顾客 的 均值 数量 由 下 式 给 
定 : 


E(X) = 2 ms) 二 


由 利 陶 公式 (6.3)， 我 们 推导 得 到 均值 延迟 ; 
1 
-A 


6= (6-4) 


M/M/m 队列 

存在 m 个 服务 员 的 情况 下 ， 总 服务 率 取 决 于 顾客 数 x: x 万 m 时 ， 服 务 率 等 于 
4; 其 他 情况 下 等 于 mm。 

队列 中 的 顾客 数 仍 然 形 成 一 个 生 灭 过 程 ， 
其 转移 图 如 图 6-7 所 示 。 我 们 推导 得 到 静态 


度量 : 


T(xX) = 和 (0)5 如 果 x<m m 个 服务 员 


T(x%) =7(m)p”” 其 他 情况 
队列 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 p <1。 在 这 个 条 件 下 ， 
由 归 一 化 ,我们 得 到 静态 分 布 : 

1 图 6-6 M/M/m 队列 ， 
T= a a p 这 是 一 个 多 服务 员 队 列 
] +Q + Pe i Ee 
和 M/AM/A1 队列 情形 一 样 ， 可 得 到 顾客 均值 数 和 均值 延迟 。 
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4 4 4 A 4 
TS 人 
Hu 24 mh m1 mu 


图 6-7 M/M/m 队列 的 转移 图 


M/M/% 队列 

当 服 务 员 数 为 无 穷 时 ， 就 不 存在 等 待 : 到 达 系 统 
的 一 名 顾客 ， 总 能 找到 一 个 可 用 的 服务 员 。 存 在 x 名 
顾客 的 情况 下 ， 总 服务 率 等 于 sw。 

顾客 数 形成 一 个 后 灭 过 程 ， 其 转移 图 如 图 6-9 所 
示 ， 其 静态 度量 如 下 给 定 : 

VxeN, 7(x) =T(0)5 
队列 总 是 稳定 的 (如 6.2 节 定 义 的 负载 为 零 ) 。 


由 归 一 化 得 到 静态 分 布 : Ne VO, 
有 无 穷 个 服务 员 的 队列 


VxeN, 7(x) es 
x! 


放 A 1 4 
0 we 
几 24 3 4 
图 6-9 M/M/%w 队列 的 转移 图 


因此 ， 在 稳定 状态 下 ， 顾 客 数 有 参数 为 a 的 一 个 泊 松 分 布 。 特 别 地 ， 业 务 量 强 度 a 
对 应 于 忙 服务 员 的 均值 数量 。 均 值 延迟 等 于 均值 服务 时 间 1M， 这 可 简单 地 从 没有 
等 待 的 事实 得 到 。 

M/M/m/m 队列 

最 后 ,我 们 考虑 有 m 个 服务 员 的 一 个 队列 ， 
该 队列 不 接受 m 个 以 上 的 顾客 。 这 是 一 个 损失 系 
统 ， 指 到 达 时 没有 找到 任何 可 用 服务 员 的 一 个 顾 = 下 个 服务 员 
客 ， 被 阻塞 并 丢失 (离开 ) ; 不 存在 等 待 。 

同样 ， 队 列 中 的 顾客 数 形成 一 个 生 灭 过 程 ， 
其 转移 图 如 图 6-11 所 示 (在 状态 m 有 一 个 虚 转 图 6-10 M/AM/m/m 队列 ， 
移 ， 代 表 阻 塞 事件 ) ， 其 静态 度量 如 下 给 定 : 一 个 损失 的 多 服务 员 队 列 
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图 6-11 M/AM/m/m 队列 的 转移 图 


人 =r(0) 气 
队列 总 是 稳定 的 ， 原 因 是 状态 空间 是 有 限 的 。 由 归 一 化 得 到 静态 分 布 . 


ao 
x! 


Vx=0,1,.…,m,m(x) = 
2 
l+at7 + + 


ee 
ml 
所 有 服务 员 都 忙 的 概率 等 于 7(m)。 这 也 是 一 个 顾客 到 达 时 发 现 所 有 服务 员 都 
忙 的 概率 。 应 用 5. 11 节 的 条 件 转移 公式 ， 这 个 概率 实际 上 等 于 : 
7T(m)A 
> rma 
事实 上 这 是 PASTA 性 质 的 一 个 直接 结果 ， 该 结果 表明 ， 依 据 一 个 泊 松 过 程 到 达 的 
顾客 ， 在 到 达 时 发 现 系统 处 于 稳定 状态 〈 见 后 面 的 6.7 节 ) 。 
我 们 推导 得 到 顾客 的 阻塞 率 ， 等 于 一 个 顾客 到 达 时 发 现 所 有 服务 员 都 忙 的 
概率 : 


= 7(m) 


m 
三 
ml 


B=7(m) = Qa ao 
l+at3 + + 一 — 


ml! 
这 是 爱尔兰 公式 ， 将 在 第 8 章 对 其 详细 研究 。 


6.5 一般 性 队列 


现在 我 们 考虑 M/AM/. 类 型 的 一 般 队列 ， 它 具有 到 达 率 入， 在 状态 x 的 总 服务 
率 等 于 m(x)， 如 图 6-12 所 示 。 我 们 可 将 这 个 
系统 看 作 单 一 服务 员 队 列 ， 其 中 服务 时 间 具 有 
参数 为 的 指数 分 布 ， 存 在 * 个 顾客 时 服务 容量 
等 于 m(x)。 这 个 队列 及 其 后 面 给 出 的 扩展 到 有 
限 容量 的 情形 ， 将 迄今 为 止 的 所 有 基本 队列 做 
了 一 般 化 处 理 。 


图 6-12 具有 依赖 于 状态 的 
服务 率 的 一 般 队 列 
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队列 中 的 顾客 数 形成 一 个 生 灭 过程 ， 其 转移 图 如 图 6-13 所 示 ， 其 静态 度量 如 
下 给 定 : 


VxeN,m(x) =7(0)— (6-5) 


Qa 
(1)*m(x%) 
1 光 4 总 
m(Du m2 m(3) 7102(4) 人 
图 6-13 一 般 队 列 的 转移 图 


假定 序列 m(x) 有 一 个 (可 能 是 无 穷 的 ) 极限 ， 以 元 表示 ,我 们 重新 定义 负载 
如 下 : 
_A 
my 
队列 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 p <1。 由 归 一 化 得 到 静态 分 布 。 
依据 式 (5-12) ， 局 部 平衡 方程 给 定 如 下 : 
VxeN, An(x) =7(xz+1)UTr(z +1) 
分 析 局 部 平衡 方程 ， 得 到 如 下 关系 : 
A = Om)pr(a) (6-7) 


这 是 守恒 定律 (conservation law) ， 它 声明 在 一 个 稳定 队列 中 ， 顾 客 的 到 达 率 一 定 
等 于 离开 率 。 这 个 定律 实际 上 是 马尔 科 夫 过 程 可 送 性 的 一 个 直接 结果 ， 其 中 在 一 个 
时 间 方 向 上 的 到 达 对 应 于 另 一 个 时 间 方向 上 的 离开 ( 见 5.12 节 )。 
如 果 队 列 具 有 有 限 容量 mn， 则 它 总 是 稳定 的 ， 可 从 状态 集合 10，1，…，7| 
之 上 静态 度量 的 归 一 化 方程 (6-5) 得 到 静态 分 布 。 对 局 部 平衡 方程 求 和 : 
Vx=0,1, ,nol1, An(x) =m(x+l)ur(x+1) 


p (6-6) 


我 们 得 到 

A= 六 wonr(a) + ATTr(7) 
这 是 守恒 定律 的 一 种 新 形式 ， 它 解释 了 这 样 的 事实 ， 即 在 状态 x =n， 顾客 的 离开 
率 等 于 接纳 顾客 的 离开 率 m(n)m 和 被 拒绝 顾客 的 被 拒 率 人 之 和 。 因 为 阻塞 率 由 
B=7(n) 给 定 ( 使 用 与 MAM/m/m 队列 相同 的 论证 法 ) ， 这 个 定律 也 可 写作 : 


A(1 ~- B) = Pm)pn ts) (6-8) 


这 个 定律 声明 ， 在 一 个 有 限 容量 的 队列 中 ， 接纳 顾客 的 到 达 率 等 于 被 服务 顾客 的 离 
开 率 。 同 样 ， 这 实际 上 是 关联 马尔 科 夫 过 程 可 逆 性 的 一 个 直接 结果 。 
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1 A A A 
< 
m( Du m(2)u m(3)u m(n)u 


图 6-14 一 般 有 限 容量 队列 的 转移 医 


6.6 利 陶 公式 


考虑 处 于 稳定 状态 的 一 个 队列 。 如 果 这 个 队列 中 顾客 的 到 达 率 等 于 入 ， 则 在 队 
列 中 顾客 的 均值 数 和 队列 中 每 个 顾客 所 花费 的 均值 5 
时 间 6 之 间 ， 我 们 有 如 下 的 简单 关系 : 

E(X) =A6 (69) o> 

这 是 利 陶 公式 ， 对 任何 队列 都 是 成 立 的 ， 更 一 般 地 ， 
对 于 处 于 稳定 状态 、 接 收 一 个 顾客 流 的 任何 系统 都 
是 成 立 的 。 特 别 地 ， 该 结果 可 应 用 到 第 7 章 描 述 的 
排队 网 络 。 

为 了 证 明 这 个 关系 ， 可 计算 队列 中 在 时 刻 0 和 了 之 间 的 累积 顾客 数 ， 即 : 


X(T) = | x(a 


由 遍历 (ergodic) 定理 (5-7) ， 我 们 有 : 
X(T) 


图 6-15 利 陶 公式 : E(X) =A6 


=E(X) (6-10) 


lim 
T 一 oo 


了 


(CD 个 


图 6-16 ”队列 中 顾客 数 的 变化 情形 


另外 ， 以 N(t) 表示 在 时 刻 0 和 时 刻 ;之 间 到 达 队列 的 顾客 数 ，6, ，6, ，… 表 示 队 列 
中 后 续 顾 客 花 费 的 时 间 序 列 ， 则 我 们 有 : 
N(T 


X(T) = 站 +0(7) 


n=1 
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这 个 关系 可 从 如 下 事实 得 到 ， 即 由 于 边界 效应 ，X(7) 是 与 队列 中 顾客 逗留 相关 的 
和 矩形 集 所 形成 的 表面 面积 ， 每 个 矩形 的 宽 为 1， 长 等 于 队列 中 顾客 的 逗留 时 间 。 我 
们 得 到 : 


N(7) 


lim 2 = Jim 元 之 有 


人 人 桨 已 泛 
NT 1 © 
= lm 7 NZ 
= A6 (6-11) 


利 陶 公式 是 从 式 (6-10) 和 式 (6-11) 推导 得 到 的 。 


6.7 PASTA 性 质 


当 顾 客 依据 泊 松 过 程 到 达 时 ， 在 其 到 达 时 刻 ， 他 们 “发 现 ”系统 处 于 稳定 状 
态 。 因 此 ， 一 个 顾客 到 达 队 列 时 发 现 队列 处 于 状态 x 的 概率 等 于 7(x)。 由 遍历 定 
理 ，7r(x) 也 是 系统 在 状态 * 花费 的 时 间 比 例 。 我 们 称 这 个 性 质 为 PASTA， 即 “ 泊 
松 到 达 看 时 间 平 均 ”。 它 是 泊 松 过 程 的 一 个 主要 性 质 ， 源 于 这 样 的 事实 ， 即 到 达 是 
相互 独立 的 ， 同 样 知道 一 个 顾客 的 到 达 时 间 ， 不 会 给 出 其 他 顾客 到 达 时 间 的 任何 信 
息 ( 见 第 3 章 ) ， 特 别 就 队列 中 存在 的 顾客 的 到 达 时 间 而 言 ， 不 会 给 出 任何 信息 。 
其 他 的 点 过 程 就 没有 这 个 性 质 ， 如 6. 11 节 练 习 3 所 示 。 


6.8 不 敏感 性 (insensitivity) 


虽然 假定 服务 时 间 分 布 是 指数 分 布 是 比较 方便 的 ， 但 在 实际 中 这 个 假定 很 少 得 
到 满足 。 幸 运 的 是 ， 一 些 服务 规律 具有 所 谓 的 不 敏感 性 质 ， 指 队列 状态 的 静态 分 布 
独立 于 服务 时 间 的 分 布 (均值 服务 时 间 除 外 )。 比 如 ， 这 是 LIFO 和 PS 服务 规律 的 
情形 ( 见 6.3 节 )。 因 此 ， 在 这 些 服务 规律 下 ， 针 对 基本 MAMA: 队列 在 6.4 节 推 
导 的 静态 分 布 ， 在 6.5 节 针 对 带 有 状态 相关 服务 率 的 MAMA，… 队列 而 推导 的 静态 分 
布 ， 都 等 于 均匀 相同 均值 服务 时 间 的 相应 MAGA， 队列 的 那些 静态 分 布 。6. 11 节 的 
练习 13 提供 了 PS 服务 规律 不 敏感 性 质 的 证 明 。 

FIFO 服务 规律 并 不 是 不 敏感 的 。 这 是 由 于 存在 处 理 繁重 (heavy) 的 顾客 ， 这 
增加 了 队列 中 的 均值 延迟 。 下 一 节 给 出 的 Pollaczek-Khinchin 公式 ， 使 我 们 能 够 针 
对 一 个 MAGA1 队列 精确 地 量化 这 种 现象 。 具 体 而 言 ， 均 值 延 迟 随 服务 时 间 的 方差 
而 线性 增加 。 

评注 6. 1 一 一 (无 穷 个 服务 员 的 队列 )。 对 于 无 穷 个 服务 员 的 队列 ， 服 务 规律 
是 不 相关 的 ， 原 因 是 不 存在 等 待 。 特 别 地 ，M/G/% 队列 总 是 不 敏感 的 ( 见 6.11 节 
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的 练习 14)。 
6.9 Pollaczek-Khinchin 公式 


考虑 在 FIFO 服务 规律 下 负载 为 p <1 的 一 个 M/GA1 队列 。 因 为 队列 中 顾客 数 
的 分 布 通常 是 未 知 的 ， 所 以 我 们 寻求 直接 计算 均值 逗留 时 间 65。 我 们 假定 以 随机 变 
量 $ 表示 的 服务 时 间 ， 有 一 个 有 限 的 方差 。 
一 个 到 达 的 顾客 必须 等 待 ， 直 到 服务 中 的 顾客 (如 果 存 在 的 话 ) 离开 队列 
(这 平均 要 用 去 7 个 时 间 单 位 ) 以 及 其 他 正在 等 待 的 顾客 (如 果 存 在 的 话 ) 都 被 服 
务 。 为 了 计算 +， 我 们 需要 知道 正 被 服务 的 顾客 ( 如 果 存 在 的 话 ) 的 均值 服务 时 
间 。 一 般 来 说 ， 这 个 时 间 不 等 于 均值 服务 时 间 E(S), 但 等 于 比值 SE(S?)/E(S)。 
我 们 推导 在 服务 中 顾客 要 离开 队列 的 必要 均值 时 间 为 : 
E(S’) 
"72ECS) 
依据 PASTA 性 质 ， 在 队列 中 存在 正 被 服务 的 一 个 顾客 的 概率 ， 是 队列 不 空 的 概率 ， 
它 等 于 p ( 见 6.11 节 的 练习 6) 。 因 此 ， 要 使 服务 员 可 服务 一 个 新 顾客 的 话 ， 平 均 
需要 pr 个 时 间 单 位 。 
剩 下 的 是 计算 服务 等 待 顾客 所 花费 的 时 间 。 令 和 =max(X -1,0) 为 在 稳定 状态 
中 的 等 待 顾客 数 。 由 PASTA 性 质 ， 这 也 是 等 待 顾客 数 在 所 考虑 顾客 到 达 时 的 分 布 。 
每 个 这 样 的 顾客 都 需要 等 于 E(S) 的 均值 服务 时 间 。 我 们 推导 所 考虑 顾客 的 均值 等 
待 时 间 : 


(6-12) 


6’=p7 +E(X’)E(S) 
依据 利 陶 公式 ， 我 们 有 : 


E(X’) =A6’ 
因为 p =A/， 我 们 推导 得 到 . 
6' =DT +p6’ 
即 : 
'-_P 
6 = ry 


加 上 均值 服务 时 间 ， 并 使 用 式 (6-12) ,在 1A4=E(S) 时 ,我 们 得 到 一 个 MAGY1 队 
列 的 均值 逗留 时 间 : 


日 ”这 与 著名 的 “公交 车 悖 论 ”( 见 3.9 节 的 练习 5) 有 关 : 就 像 一 个 顾客 极 可 能 在 两 辆 公交 车 之 间 的 
一 个 长 时 间 间 隔 内 到 达 公交 车 站 一 样 ， 一 个 顾客 极 可 能 在 需要 长 服务 时 间 的 一 个 顾客 服务 期 间 到 
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| 


这 是 Pollaczek-Khinchin 公式 9。 特 别 地 ， 我 们 发 现 一 个 M/AM/A1 队列 中 的 均值 延迟 ， 
式 (6-4)， 即 比值 E(S)AE(S)? 在 这 种 情形 中 等 于 2。 我 们 观察 到 ， 在 FIFO 服务 
规律 下 ， 一 个 MGA1 队列 的 均值 逗留 时 间 对 服务 时 间 分 布 是 非常 敏感 的 : 它 随 服 
务 时 间 的 方差 而 线性 增加 。 

这 种 敏感 性 形象 地 示 于 图 6-17， 它 将 相同 负载 p = 0. 8 具有 单位 均值 服务 时 间 
的 MVM/ 和 MAH/A1 队列 中 顾客 数 的 变化 ns 
情形 做 了 比较 。 超 指数 分 布 是 带 有 参数 ”60+ wy 
4 =1/4、 概 率 p, = 17S 的 一 个 指数 分 布 与 
带 有 参数 内 =4、 概 率 p, =4/5 的 一 个 指数 
分 布 的 复合 到 加 (mix); 均值 服务 时 间 由 
Pi +Ps 给 定 ， 等 于 1。 对 M/AM/1 队 
列 ，Pollaczek-Khinchin 公式 给 出 6 =5 ， 对 Nh NA 
于 M/H/1 队列 ， 给 出 6 二 11: “重负 载 ” 顾 0 100 200 30 400 5001 


客 的 存在 ， 对 所 有 顾客 的 均值 逗留 时 间 具 有 图 6-17 M/M/1 和 M/H/1 
强烈 影响 。 队列 中 顾客 数 的 变化 情形 


6. 10 ”观察 者 悖 论 


在 给 定 到 达 过 程 是 泊 松 过 程 的 前 提 下 ， 虽 然 PASTA 性 质 给 出 了 顾客 们 到 达 时 
所 经 历 的 状态 ， 但 仍然 需要 计算 一 个 顾客 存在 于 队列 中 时 所 经 历 的 状态 。 我 们 将 看 
到 ， 对 一 个 顾客 存在 性 条 件 的 变化 ， 会 改变 系统 状态 的 分 布 。 这 是 观察 者 悖 论 。 我 
们 将 分 析 限 制 在 PS 服务 规律 上 。 

如 6.5 节 定 义 的， 我们 考虑 带 有 无 穷 容量 的 一 般 队 列 。 除 了 依据 强度 为 A 的 泊 
松 过 程 到 达 的 “标准 ”顾客 外 ， 一 个 “打上 标签 ” 
顾客 周期 性 地 访问 队列 ， 如 图 6-18 所 示 。 当 出 现在 
队列 中 时 ， 这 个 顾客 是 不 能 与 其 他 顾客 做 出 区 分 的 ; 
特别 地 ， 该 顾客 要 求 带 有 参数 w 的 指数 时 间 长 度 的 
服务 ， 并 必须 与 其 他 顾客 均衡 地 共享 服务 容量 。 在 
服务 完成 后 ， 在 重新 返回 队列 之 前 ， 打 上 标签 的 顾 ”图 6-18 带 有 一 个 “打上 标签” 
客 在 带 有 参数 v 的 指数 时 间 长 度 中 保持 空闲 。 (tagged) 顾客 的 队列 


折 ”Felix Pollaczek， 法 裔 澳大利亚 ( French - Austrian ) 数学 家 (1892 -1981); Alexander Khinchin ， 俄 
罗斯 数学 家 (1894 -1959 ) 。 
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带 标签 的 顾客 将 被 用 来 研究 队列 中 一 个 任意 顾客 所 经 历 的 状态 。 我 们 以 (1) 
表示 时 刻 上 队列 中 标准 顾客 数 ， 以 Y(t) 表示 时 刻 t 带 标签 顾客 的 状态 如 果 顾 客 在 
队列 中 ，Y(t) =1， 否 则 Y(:) =0。 系 统 状态 (X(t) ,Y(z) ) 的 变化 情形 ， 定义 了 Nx 
10,1} 上 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 其 转移 图 如 图 6-19 所 示 。 这 个 过 程 是 可 逆 的 ， 它 有 
静态 度量 : 


T(x,1) =7(0,0)(x+1) 


(6-13) 


apB 
m(1):…m(x+1) 


m(DKu 


Sm Sm) Sm 


图 6-19 ”描述 系统 状态 的 马尔 科 夫 过 程 的 转移 图 


其 中 B =v/。 稳 定性 条 件 与 没有 打 标 签 用户 的 情况 相同 ， 即 p <1， 其 中 p 表示 队 
列 负载 ， 由 式 (6-6) 给 定 。 静 态 分 布 由 归 一 化 得 到 。 

以 六 表示 当 打 标签 顾客 存在 于 队列 中 时 ， 看 到 的 顾客 总 数 (包括 该 顾客 ) 的 
静态 分 布 。 顾 客 总 数 等 于 x 的 概率 r'(x*)， 正 比 于 rr(Gx -1,1)。 依 据 式 (6-5) 和 
式 (6-13) ， 我 们 得 到 

7T' (xX) ccxmT (x) 
其 中 ,7 表示 没有 打 标 签 顾 客 时 ， 初 始 系 统 的 静态 分 布 。 在 静态 分 布 7(x) 受 到 顾 
客 数 x 影响 的 情况 下 ， 我 们 实际 上 有 一 个 偏差 (bias)。 因 此 ， 打 标签 顾客 更 可 能 
看 到 队列 中 的 大 量 顾客 ， 这 是 如 下 事实 的 一 个 简单 结果 ， 即 打 标签 顾客 消耗 部 分 的 
服务 容量 。 在 归 一 化 之 后 ， 我 们 得 到 : 


1 /10) TNX) 
7 (xz) = (6-14) 


仍然 要 验证 打 标 签 顾客 在 到 达 时 看 到 最 初 的 系统 处 于 稳定 状态 ， 以 便 我 们 从 任意 顾 
客 的 角度 都 确实 观察 到 系统 的 情况 (相对 于 打 标 签 顾 客 ， 不 存在 偏差 )。PASTA 性 
质 是 不 适用 的 ， 原因 是 打 标 签 顾客 并 不 是 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 的 。 但 是 ， 从 条 件 


第 6 章 队 列 67 


转移 公式 (5. 11 节 ) 我 们 知道 ， 打 标签 顾客 在 到 达 时 ， 发 现 x 个 标准 顾客 处 于 队 
列 中 的 概率 正比 于 7(x,0)。 由 式 (6-5) 和 式 (6-13) ， 这 个 概率 等 于 rr(x) ， 它 对 
应 于 没有 打 标 签 顾客 的 条 件 下 ， 初 始 系统 的 静态 分 布 。 

对 于 一 个 有 限 容 量 的 队列 ， 论 证 是 相同 的 。 如 果 在 打 标 签 顾 客 到 达 时 队列 是 满 
的 ， 则 它 立 刻 返 回 空 亲 状态。 关联 的 马尔 科 夫 过 程 (X(t) ,Y(t) ) 是 以 前 过 程 到 那些 
状态 (x,y) 的 约束 ， 此 时 满足 x+yn， 其 中 是 队列 容量 。 由 打 标 签 顾 客 看 到 的 
顾客 总 数 的 静态 分 布 r'， 同 样 是 由 初始 分 布 7 给 定 的 ， 它 受到 顾客 数 的 影响 。 


6.11 本 章 习 题 


1. 离开 一 个 M/M/1 队列 

证 明 顾 客 从 一 个 处 于 平衡 状态 MAMA1 队列 的 离开 过 程 是 一 个 泊 松 过 程 。 另 外 ， 
证 明 在 时 刻 上 队列 中 的 顾客 数 是 独立 于 时 刻 上 之 前 的 离开 过 程 的 。 我 们 可 使 用 关联 
马尔 科 夫 过 程 的 可 逆 性 。 

2. PASTA 

考虑 如 6.5 节 描 述 的 一 般 MMA… 队列 ， 它 有 无 穷 容 量 且 是 稳定 的 。 使 用 5. 11 
节 描 述 的 条 件 转移 公式 ， 给 出 顾客 们 到 达 队 列 时 所 看 到 的 队列 状态 的 静态 分 布 。 验 
证 PASTA 性 质 。 

3. 反 -PASTA 

考虑 一 个 DADX1 队列 。 顾 客 们 以 每 隔 两 个 时 间 单 位 的 时 间 间 隔 到 达 队 列 ， 每 
个 顾客 需要 一 个 时 间 单 位 的 服务 。 将 在 任意 时 刻 顾 客 数 的 静态 分 布 与 一 个 顾客 到 达 
时 刻 顾客 数 的 静态 分 布 进行 比较 。 

4. 到 达 率 

使 用 利 陶 公式 ， 证 明 顾 客 的 到 达 率 等 于 均值 到 达 间 隔 时 间 的 倒数 。 

S. 接纳 率 

使 用 5. 8 节 描 述 的 技术 ,计算 一 个 MAM/m/m 队列 中 接纳 顾客 的 速率 (每 单位 
时 间 ) 。 将 这 个 量 表示 为 顾客 到 达 率 和 阻塞 概率 的 一 个 函数 。 由 利 陶 公式 直接 得 到 
阻塞 概率 的 表达 式 。 

6. 占有 率 

证 明 一 个 稳定 MAGM1 的 占有 率 ( 即 队列 非 空 的 概率 ) 等 于 它 的 负载 p。 我 们 
可 将 利 陶 公式 应 用 于 服务 员 ， 其 中 假定 服务 规律 是 FIFO， 此 时 注意 该 结果 独立 于 
服务 规律 。 

7. 延迟 分 布 

证 明 一 个 FIFO MZMZL 队列 的 延迟 具有 参数 为 -入 的 一 个 指数 规律 。 
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8. 利 陶 公式 

使 用 6. 10 节 中 描述 的 技术 ， 在 PS 服务 规律 下 针对 6.5 节 介 绍 的 一 般 队 列 ， 证 
明 利 陶 公式 。 

9. 有 限 容量 队列 

计算 一 个 MAM/1An 队列 中 一 个 顾客 的 拒绝 概率 和 接纳 顾客 的 均值 逗留 时 间 。 

10. 无 穷 服务 员 队 列 

证 明 一 个 MAG/%w 队列 中 的 均值 顾客 数 等 于 业务 量 强 度 。 

11. 服务 规律 

使 用 2.4 节 描 述 的 指数 分 布 性 质 ， 证 明 在 一 个 MAM/A1 队列 非 空 的 任意 时 刻 ， 
无 论 服 务 规律 为 何 ， 在 一 个 顾客 下 一 次 离开 之 前 消逝 的 时 间 都 具有 参数 为 4 的 一 个 
此 数 分 布 。 推 导 一 个 M/AM/A1 队列 的 状态 的 静态 分 布 独立 于 服务 规律 。 

12. FIFO 队列 的 敏感 性 

使 用 Pollaczek-Khinchin 公式 ， 计算 M/AD/A1、M/M/1 和 M/AH/L FIFO 队列 中 的 
均值 逗留 时 间 。 对 于 最 后 一 种 队列 ， 服 务 时 间 是 参数 为 的 指数 时 间 长 度 的 概率 
为 让， 是 参数 为 上 的 指数 时 间 长 度 的 概率 为 p,， 满足 p, +p, =1。 

13. PS 队列 的 不 敏感 性 

考虑 PS 服务 规律 的 一 个 MAH/1 队列 。 顾 客 依据 强度 为 的 泊 松 过 程 到 达 ; 服 
务 时 间 是 参数 为 的 指数 时 间 长 度 的 概率 为 p, ， 是 参数 为 的 指数 时 间 长 度 的 概 
率 为 p,， 满足 p, +p, =1。 因 此 均值 服务 时 间 等 于 1M = 六 Mo + pM， 负载 等 于 
p =AA。 我 们 假定 p <1。 给 出 队列 状态 的 静态 分 布 ， 其 中 依据 顾客 具有 的 服务 类 
型 区 分 顾客 ; 证 明 顾 客 总 数 与 负载 为 p 的 一 个 MAM/A1 队列 中 的 顾客 总 数 具 有 相同 
的 分 布 。 

14. 无 穷 个 服务 员 队 列 的 不 敏感 性 

考虑 到 达 率 为 A、 服 务 率 为 4 的 一 个 M/G/w 队列 。 使 用 3. 9 节 的 练习 4， 并 假 
定 服务 时 间 取 自 数 值 的 一 个 离散 集合 ， 证 明 队列 中 的 顾客 数 有 均值 为 a = A 的 泊 
松 分 布 。 

15. 打印 机 

一 个 小 公司 配备 一 台 打 印 机 ， 但 这 不 满足 它 的 需要 。 该 公司 有 如 下 选择 : 

1) 以 一 台 最 新 的 打印 机 ， 速 度 是 当前 打印 机 速度 的 两 倍 ， 和 替换 这 人 台 旧 的 打 
印 机 ; 

2) 购买 同类 型 的 另 一 台 打 印 机 ， 将 负载 均衡 分 配 在 这 两 台 打 印 机 上 (每 条 请 
求 以 相同 概率 发 送 到 每 台 打 印 机 ) ; 

3) 购买 同类 型 的 男 一 台 打 印 机 ， 并 使 用 一 台 服 务 器 对 等 待 请 求 排队 ， 将 请 求 
转发 到 第 一 台 空 闲 的 打印 机 。 

假定 请 求 是 依据 泊 松 过 程 到 达 的 ， 并 具有 指数 服务 时 间 ， 比 较 这 三 个 系统 的 均 
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值 响应 时 间 。 
6. 12 “习题 解答 


1. 离开 一 个 M/M/1 队列 

描述 队列 中 顾客 数 的 过 程 六 (1) 是 可 道 的 ( 见 5.13 节 ) ， 因 此 (1) 与 可 逆 时 间 
中 的 过 程 X(1) 具 有 相同 分 布 。 特 别 地 ,XX(1) 和 X(1) 正 方向 跳 的 次 数 具 有 相同 分 
布 ; 这 两 者 都 定义 了 一 个 强度 为 的 泊 松 过 程 。 但 X(1) 的 正方 向 跳 次 数 是 X(1) 的 
负 方 向 跳 次 数 ， 这 是 队列 的 离开 过 程 。 

另外 ， 可 从 泊 松 过 程 的 无 记忆 性 质 得 到 ， 时 刻 1 时 的 队列 状态 独立 于 时 刻 1 之 
前 的 到 达 。 将 这 个 论证 应 用 于 反 向 时 间 的 过 程 ， 我 们 推导 得 到 ， 在 时 刻 1 的 队列 状 
态 独立 于 时 刻 上 之 前 的 离开 。 

2. PASTA 

令 7 是 队列 中 顾客 数 的 静态 分 布 。 应 用 条 件 转移 公式 ， 一 个 刚 到 达 的 顾客 ， 
以 如 下 概率 看 到 队列 处 于 状态 x: 


T(xX)A 
SR 
因此 就 验证 了 PASTA 性 质 。 

3. 反 PASTA 

假定 第 一 个 顾客 在 时 刻 上 =0 到 达 ， 则 队列 中 的 顾客 数 定 义 了 一 个 周期 性 的 过 
程 X(t) ， 如 下 图 所 示 : 


0 1 2 3 4 S07 


在 一 个 任意 时 刻 ， 队 列 状态 的 静态 分 布 7 由 7(0) =1/2 和 7(1) =1/2 给 定 。 当 一 
个 顾客 到 达 队 列 时 ， 队 列 总 是 空 的 。 因 此 PASTA 性 质 就 没有 得 到 验证 。 

4. 到 达 率 

考虑 这 样 一 个 队列 ， 直 到 下 一 个 顾客 到 达 之 前 ， 每 个 顾客 不 会 得 到 服务 。 队 列 
中 的 顾客 数 是 恒定 的 ， 等 于 1， 且 一 个 顾客 的 均值 服务 时 间 等 于 均值 到 达 间 隔 时 
间 。 使 用 利 陶 公式 ， 我们 推导 得 到 ,均值 到 达 间 隔 时 间 等 于 顾客 到 达 率 的 倒数 
( 见 6.2 节 )。 

5. 接纳 率 

以 A' 表 示 被 接纳 顾客 的 速率 。 考 虑 马尔 科 夫 过 程 的 相应 转移 ， 我 们 得 到 . 
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A' AT) 

其 中 , 7 是 队列 中 顾客 数 的 静态 分 布 。 我 们 推导 得 到 A’ = 和 (1 -8B)， 其 中 B= 
7(m) 是 阻塞 率 。 

一 个 顾客 的 均值 服务 时 间 等 于 1 人 义 ， 如 果 顾 客 被 接纳 ; 否则 为 零 。 因 此 均值 去 
留 时 间 等 于 (1 -8B)AU。 使 用 利 陶 公 式 , 我 们 有 E(X) =A(1-B) 人 和。 另外 ， 被 接纳 
顾客 的 均值 服务 时 间 等 于 1U。 同 样 应 用 利 陶 公式 ， 我 们 推导 得 到 被 接纳 顾客 率 .: 
A'=A(l1-B), 

6. 占有 率 

我 们 首先 考虑 FIFO 服务 规律 。 因 为 队列 是 稳定 的 ， 所 以 在 服务 员 处 的 到 达 率 
等 于 在 队列 处 的 服务 率 ， 即 A。 在 服务 员 中 一 个 顾客 的 均值 延迟 等 于 均值 服务 时 
间 ，1A。 由 利 陶 公式 ， 我 们 得 到 服务 员 处 的 均值 顾客 数 : p = 和 AU。 通过 观察 ， 我 
们 得 出 结论 ， 服 务 员 中 的 均值 顾客 数 等 于 服务 员 忙 的 概率 ， 即 占有 率 。 因 为 每 时 间 
单位 由 服务 员 提 供 的 工作 是 独立 于 顾客 们 被 服务 的 顺序 的 ， 所 以 对 于 所 有 服务 规律 

而 言 ， 占 有 率 是 相同 的 ， 等 于 p。 

7. 延迟 分 布 

到 达 一 个 FIFO 队列 的 一 个 顾客 必须 等 待 ， 直 到 在 其 之 前 到 达 的 所 有 顾客 都 被 
服务 ， 才 不 再 等 待 。 由 PASTA 性 质 ， 这 个 顾客 看 到 队列 处 于 一 个 稳定 状态 。 在 所 
考虑 顾客 之 前 到 达 队 列 的 顾客 数 ， 有 在 N 上 参数 为 1 -p 的 一 个 几何 分 布 。 依 据 
2.6 节 ， 等 待 时 间 有 一 个 参数 为 WwW(1 -p) = -和 的 指数 分 布 。 

8. 利 陶 公式 

考虑 6. 10 节 定 义 的 过 程 ， 它 有 静态 分 布 7。 以 6 表示 队列 中 的 均值 逗留 时 间 。 
这 也 是 观察 者 的 均值 逗留 时 间 ， 那 么 它 平 均 每 5 + lz 个 时 间 单 位 访问 一 次 队列 。 
但 观察 者 访问 队列 的 频率 给 定 如 下 : 


Fl 0)v 
由 式 (6-5) 和 式 (6-13)， 我 们 推导 得 到 
Fr, 0 和 也 r(z,1) = TO ECX) 攻 


7(0) 7(0) 
其 中 ， (0) 表示 队列 为 空 的 概率 。 因此 ， 我 们 有 : 
pe Os L 
=0 1 + E(X) 二 


写 出 观察 者 访问 频率 的 等 式 : 
Vv 1 
Ln 3+ 二 
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我 们 得 到 利 陶 公式 : 
A6 =E(X) 
9. 有 限 容量 队列 
描述 一 个 MAM/A1 队列 中 顾客 数 的 马尔 科 夫 过 程 是 可 逆 的 ， 应 用 5.15 节 的 结 
果 ， 得 到 M/AM/1/An 的 静态 分 布 为 : 
-Pr Pe 
三 1+p++p”? We es 
我 们 推导 队列 中 均值 顾客 数 为 : 
Wo (np pH i 
Np 


> 如 果 p =1 


另外 ， 被 接纳 顾客 的 到 达 率 由 和 A(1 -7(n) ) 给 定 ( 见 练习 5)。 应 用 利 陶 公式 ,我 
们 推导 在 队列 中 接纳 顾客 的 均值 逗留 时 间 : 
np nti)p"+1 和 时 
_ Iu(l-p"" )(1-p) 0 


3 如 果 p=1 

10. 无 穷 个 服务 员 的 队列 

在 一 个 M/G/w 中 ， 每 个 顾客 立即 得 到 服务 。 因 此 均值 逗留 时 间 等 于 均值 服务 
时 间 1 各。 应 用 利 隐 公式， 我 们 得 到 ， 均 值 顾客 数 等 于 业务 量 强度 a = An。 

11. 服务 规律 

令 p, 是 专用 于 第 个 顾客 的 服务 率 比 例 〈 这 取决 于 服务 规律 ) 。 在 参数 为 pi 的 
一 个 指数 时 间 长 度 之 后 ， 这 个 顾客 实际 上 离开 队列 。 因 此 ， 在 参数 为 4 ，_p; = 人 
的 一 个 指数 时 间 长 度 之 后 ， 发 生 下 一 次 离开 ( 见 2.4 节 )。 我 们 推导 得 到 ,一 个 
M/AM/A1 队列 状态 的 静态 分 布 独立 于 服务 规律 。 

12. FIFO 队列 的 敏感 性 

应 用 Pollaczek-Khinchin 公式 ， 针 对 M/AD/1、M/M/1 和 M/AH/A1 队列 ， 我们 分 别 


E(X) = 


得 到 : 
人 _1 fm PTp 
pe a 
除了 均值 服务 时 间 外 ,均值 逗留 时 间 依 赖 于 服务 时 间 分 布 : FIFO 服务 规律 是 敏 
感 的 。 


13. PS 队列 的 不 敏感 性 
每 种 类 型 的 顾客 数 定义 了 一 个 马尔 科 夫 过 程 (Xi (四 ,X,(1t))， 其 转移 图 如 
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图 6-20 所 示 。 


(x,X, + 1) 


(x,%,— 1) 


图 6-20 在 PS 服务 规律 下 一 个 MAH/A1 队列 中 由 状态 x 发 出 的 转移 率 


这 是 一 个 可 逆 过 程 ， 有 静态 度量 : 
XI +X2 | 
TNX] ,02 ) =7(0,0) i 1p2 
1 


其 中 ,pj = ApjA 和 p =Aps/s。 因 为 p =pl +p,， 我 们 推 性 得到， 队列 是 稳定 的 
当日 仅 当 p <1。 静 态 分 布 给 定 如 下 : 


MX 二 MX 
T(xi,x) =(1-p) TD2 
1 


求 和 得 到 顾客 总 数 的 静态 分 布 : 
T= 之 70) = (1-p)p 

这 是 一 个 M/AM/AL 队列 中 顾客 数 的 静态 分 布 。 

注意 ; 这 个 结果 可 扩展 到 任意 阶段 型 的 分 布 ， 即 爱尔兰 分 布 的 混合 体 ， 已 知 它 
在 正 实数 随机 变量 的 所 有 分 布 集合 内 是 稠密 的 。 这 证 明了 PS 服务 规律 的 不 敏感 
性 质 。 

14. 无 穷 个 服务 员 的 队列 的 不 敏感 性 

假定 一 个 顾客 的 服务 时 间 以 概率 p, 等 于 ,满足 > ,pit = 1 各 。 由 泊 松 过 程 
子 划分 的 性 质 (3.6 节 ) ， 具 有 服务 时 间 4 的 那些 顾客 ,依据 强 度 为 Ap, 的 一 个 泊 
松 过 程 到 达 队 列 。 依 据 3. 9 节 的 练习 4， 这些 子 划分 在 队列 中 的 数量 具有 均值 为 
Apiti 的 泊 松 分 布 。 因此， 队列 中 顾客 总 数 具 有 均值 为 入》 ,pst，= A 的 泊 松 
分 布 。 


15. 打印 机 
令 和 A 是 请 求 到 达 率 , 为 原 打 印 机 的 服务 率 。 解 决 方案 1 对 应 于 具有 到 达 率 入 
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和 服务 率 2 的 一 个 MAM/V1 队列 。 在 稳定 条 件 和 <2 下， 均值 响应 时 间 给 定 如 下 : 
1 
en 
解决 方案 2 对 应 于 两 个 并 行 的 M/AM/1 队列 ， 每 个 队列 有 到 达 率 A/2 (由 一 个 泊 松 
过 程 的 子 划 分 性 质 得 到 ) 和 服务 率 久 。 在 稳定 条 件 入 <2m 下 ， 均 值 响应 时 间 如 下 


给 定 : 


2 
6, = 二 一 一 
” 2 -人 


解决 方案 3 对 应 于 一 个 MAM/2 队列 ， 每 个 服务 员 的 到 达 率 为 A、 服 务 率 为 w。 
在 稳定 条 件 入 <2m 下， 均值 响应 时 间 如 下 给 定 : 
1 
pl(1-p’) 
其 中 , p = 和 A/21。 因 此 验证 了 6, <6, <6,。 


5 


第 7 曹 排队 网 络 


本 章 讨论 排队 网 络 ， 对 于 有 多 个 服务 单元 的 系统 建 模 是 有 用 的 。 


7.1 Jackson 网 络 


我 们 首先 考虑 由 N 个 单一 服务 员 队 列 组 成 的 网 络 。 顾 客 依据 强度 为 ” 的 泊 松 
过 程 到 达 队 列 i。 我 们 以 = 守 ， ，” 表示 顾客 总 到 达 率 ， 假 定 为 正 数 。 等 价 地 说 ， 


顾客 依据 强度 为 v 的 泊 松 过 程 到 达 网 络 ， 并 以 概率 v/v 加 入 队列 i ( 见 3.6 闻 )。 
在 队列 i 完成 服务 后 ， 顾 客 以 概率 区 到 达 队 列 7， 以 如 下 概率 离开 网 络 : 


图 7-1 由 N=3 个 网 络 组 成 的 Jackson 网 络 


令 (7) 为 时 刻 1 队 列 i 中 的 顾客 数 。 我 们 称 关联 向 量 评 (1) 为 网 络 状态 。 这 是 
N" 上 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 其 转移 率 如 图 7-2 所 示 。 


(xX1—1,x2+1) (x1 ,xX2 + 1) 
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(x1—1,x) (Xx1, X2) (x1+ 1,x2) 
HiP1 H2p21 
HP2 
CX —1) (Xi+1,x—1) 


图 7-2 N=2 个 队列 组 成 的 一 个 网 络 中 ， 从 状态 x 发 出 的 转移 率 
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7.2 业务 量 方程 


网 络 状 态 的 静态 分 布 取决 于 每 个 队列 处 的 总 到 达 率 。 直 观 上 而 言 ， 以 A 表示 
队列 i 处 顾客 的 到 达 率 ， 我 们 一定 有 ， 

A = (a 
由 于 顾客 从 一 个 队列 移 向 另 一 个 队列 ， 所 以 第 二 项 对 应 于 内 部 到 达 。 这 些 是 业务 量 


方程 ， 有 一 个 唯一 解 ， 如 下 所 示 。 注 意 ， 对 这 些 方程 求 和 ， 我 们 得 到 网 络 的 守恒 
律 ， 该 规律 说 明 ， 网 络 中 的 总 到 达 率 一 定 等 于 离开 网 络 的 总 离开 率 : 


"= 之 Ap (72) 

为 了 得 到 业务 量 方程 ， 我 们 描述 在 网 络 中 一 个 顾客 遵循 的 随机 路 径 。 这 条 路 径 

以 10,1,…,N} 上 的 一 个 马尔 科 夫 链 Z,，n EN 描述 ; 状态 0 既 对 应 于 源 (顾客 在 到 

达 时 由 该 处 到 达 网 络 ) ， 也 对 应 于 目的 (sink) (顾客 由 此 处 离开 网 络 ) ; 状态 i 对 

应 于 顾客 存在 于 队列 i。 因 此 马尔 科 夫 链 的 转移 概率 由 选 路 概率 p; 给 定 ， 对 于 所 有 

i,je |1,…,N| 都 满足 ;对 于 所 有 ie 11,… Ni，po=0，p =vV/AVv 和 pw =p;。 例 
如 ， 图 7-3 给 出 与 图 7-1 的 网 络 关联 的 马尔 科 夫 链 之 转移 图 。 


oc 9 


图 73 与 图 7-1 的 网 络 关联 的 马尔 科 夫 链 之 转移 图 


在 后 面 的 各 节 中 ， 我 们 假定 马尔 科 夫 链 Z, 是 不 可 约 的 ， 这 意味 着 每 个 顾客 最 
终 都 要 离开 网 络 。 链 Z, 有 一 个 有 限 的 状态 空间 ， 因 此 如 下 平衡 方程 有 一 个 唯一 的 
静态 分 布 7,。，，7, ，…，7w 解 : 

No = Dnp 和 = T+ 六 rp = (73) 
我 们 再 加 上 归 一 化 条 件 : 


> = 1 (7-4) 
因为 7, 是 到 状态 i 的 访问 频率 (对 于 所 有 i=0,，…，,，N)，1/7o 是 返回 状态 0 的 均 
值 返回 时 间 ( 见 4.8 节 ) ， 比 值 7,/7。 对 应 于 任意 顾客 在 其 到 达 网 络 和 离开 网 络 之 
间 访 问 队 列 i 的 均值 访问 次 数 。 因 为 顾客 从 外 部 以 速率 v 到 达 ， 所 以 顾客 在 队列 i 
的 到 达 率 由 和 A, =v7,/7o 给 定 。 我 们 由 式 (7-3) 验证 到 达 率 实际 上 确定 了 业务 量 方 
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程式 〈7-1) 的 唯一 解 ， 归 一 化 条 件 式 (7-4) 对 应 于 守恒 律 式 (7-2)。 
7.3 ”静态 分 布 


已 证 明 ， 在 静态 状态 ， 马 尔 科 夫 过 程 X(b) 的 静态 分 布 由 每 个 队列 中 顾客 数 静 
态 分 布 的 乘积 给 出 ， 即 ; 


N 
nx) = [I[(1 -pi)pr,x ee N" (7-5) 
i=1 


其 中 ，p; = A 表示 队列 i 的 负载 。 我 们 称 静 态 分 布 有 一 个 乘积 形式 。 这 是 排队 论 
的 一 个 主要 结果 ， 是 1963 年 由 Jackson 证 明 的 。 

注意 ， 在 平衡 态 ， 每 个 队列 中 的 顾客 数 是 独立 于 其 他 队列 中 的 顾客 数 的 。 对 于 
所 有 =1，…，N， 事 情 的 发 生 就 像 顾客 依据 强度 为 和 ; 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 队 列 i。 
特别 地 ， 在 队列 i 中 的 均值 逗留 时 间 是 由 相应 MAM/1 队列 中 的 均值 逗留 时 间 给 定 
的 ， 即 : 
人 一 Ai 
为 了 证 明 Jackson 的 结果 ， 只 要 验证 马尔 科 夫 过 程 X(i) 的 静态 度量 是 : 


6, = 


而 (WW 宇 7(0) TP’,s eN’" (7-6) 
就 足够 了 。 我 们 实际 上 可 从 这 个 表达 式 推 导 得 到 稳定 性 条 件 ， 即 对 于 每 个 队列 i， 
pi <1， 且 在 这 个 条 件 下 ， 在 归 一 化 之 后 ， 得 到 稳定 分 布 式 (7-5)。 为 了 证 明 式 
(7-6) 给 出 马尔 科 夫 过 程 X(z) 的 静态 度量 ， 我 们 可 简单 地 验证 相应 的 平衡 方程 
( 见 $5.4 节 )。 事 实 上 ， 对 于 所 有 i =1，…，N， 可 充分 地 验证 如 下 部 分 的 平衡 
方程 : 


N 
n(x)il(x 1) = n(x -e)v + Dn(x e+e Wp; (77) 
j=1 


ee Ps i (7-8) 


其 中 ，e, 表示 在 分 量 i 上 的 单位 向 量 ,， 且 如 果 x gg N",， 惯例 是 7(x) =0。 以 式 
(7-6) 替换 7， 我 们 找到 业务 量 方程 (7-1) 和 (72)。 式 (777) 表明 ， 在 平衡 
态 ， 在 状态 x 离开 队列 i 的 频率 一 定 等 于 到 达 这 个 队列 导向 (leading to) 状态 x 的 
频率 ; 可 从 其 他 NN 个 方程 得 到 式 (7-8)， 表 明 在 状态 x 到 达 网 络 的 频率 一 定 等 于 
离开 网 络 导向 状态 x 的 频率 。 这 些 方程 要 比 马尔 科 夫 过 程 (1) 的 平衡 方程 严格 ， 
原因 是 后 者 可 通过 求 和 得 到 : 


wy 六 SE > nl ee 
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N 
十 > T(X—e;+ e Wps 
ed 


+ Dn + ei)pp, (7.9) 

注意 ,平衡 方程 (7-9) 可 导出 马尔 科 夫 过 程 X (六 的 潜在 虚 跳 转 (potential 

virtual jump) ( 见 5.9 节 )， 在 顾客 离开 时 ， 该 顾客 立刻 重新 进入 队列 (这 种 情况 
发 生 在 队列 i， 当 上 且 仪 当 p, >0)。 


7.4 MUSTA 性 质 


就 像 简 单 队列 一 样 ， 人 们 会 关注 一 个 顾客 到 达 一 个 给 定 队列 时 所 看 到 的 网 络 状 
态 。 对 于 外 部 到 达 ， 泊 松 过 程 的 “ 泊 松 到 达 看 时 间 平 均 ” (PASTA) 性 质 是 适用 
的 : 依据 分 布 式 〈7-$) ， 恰 在 顾客 到 达 前 ， 它 看 到 网 络 处 于 它 的 静止 状态 。 对 于 内 
部 到 达 , 已 证 明 同 样 的 性 质 是 成 立 的 。 一 般 而 言 ， 这 些 内 部 到 达 并 不 形成 一 个 泊 松 
过 程 。 这 是 MUSTA 性 质 ， 即 移动 单元 看 时 间 平 均 。 

为 了 证 明 这 个 性 质 ， 我 们 计算 关联 事件 的 频率 ( 见 $. 11 节 )。“ 一 个 顾客 从 队 
列 移动 到 队列 j/， 并 发 现 恰 在 它 到 达 队 列 7 之前， 网 络 处 于 状态 x” 这 个 事件 的 频 
率 等 于 T(xz +ei)Jips， 即 依据 式 〈7-6) ， 得 到 : 

T(X) Ap; 
因为 从 队列 i 移动 到 队列 j 的 频率 等 于 Aip;， 所 以 一 个 顾客 从 队列 i 移动 到 队列 j 且 
发 现 恰 在 它 到 达 之 前 网 络 处 于 状态 x 的 概率 ， 等 于 7(x)。 这 是 在 平衡 态 时 ， 网 络 
处 于 状态 x 的 概率 。 

类 似 地 ， 从 状态 i 离开 网 络 的 一 个 顾客 ， 看 到 在 它 离 开 之 后 的 网 络 处 于 稳定 状 
态 。 证 明 是 类 似 的 。 


7.5 封闭 的 网 络 


迁 今 为 止 所 考虑 的 网 络 都 是 开放 的 ， 指 顾客 到 达 网 络 ， 并 在 经 过 网 络 中 的 一 个 
随机 路 径 之 后 ， 最 终 离开 网 络 。 这 里 我 们 考虑 一 个 封闭 网 络 ， 其 中 存在 固定 数量 的 
顾客 ， 以 M 表示。 网 络 中 既 不 存在 到 达 ， 也 不 存在 从 网 络 的 离开 。 采 用 7.1 节 的 
表示 法 , 我 们 有 w=0 (没有 外 部 到 达 ) 和 对 于 所 有 i=1，…，N，p, =0 (不 存在 
从 网 络 离开 的 事件 ) 。 图 7-4 给 出 封闭 网 络 的 一 个 例子 。 

我 们 假定 每 个 顾客 可 访问 所 有 队列 ;以 A, 表示 一 个 顾客 到 队列 i 的 相对 访问 
频率 ， 则 我 们 一 定 有 : 


N 
A = DApisi = 1,%,N (7-10) 
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图 7-4 N=3 个 队列 的 一 个 封闭 网 络 


这 些 是 业务 量 方程 。 就 像 对 开放 网 络 所 做 的 那样 ， 我 们 证 明 这 些 方程 的 方法 
是 ， 考 虑 一 个 任意 顾客 所 访问 队列 的 序列 。 这 个 随机 路 径 确定 了 {1,…,N| 上 的 一 
个 马尔 科 夫 链 Z,，ne N。 这 个 链 在 一 个 有 限 状 态 空间 上 是 不 可 约 的 ， 因 此 有 一 个 
唯一 的 静态 分 布 。 业 务 量 方程 (7-10) 是 对 应 的 平衡 方程 。 

之 后 ,我们 将 队列 i 的 相对 负载 定义 为 比值 p, = 和 ,Au;。 描 述 网 络 变化 情形 的 马 
尔 科 夫 过 程 (1) 的 一 个 静态 度量 给 定 如 下 : 


n(x) = [p's Ve e N'Y n=M (7-11) 
因为 状态 空间 是 有 限 的 ， 所 以 网 络 总 是 稳定 的 ， 由 归 一 化 可 得 到 静态 分 布 。 首 先 计 
算 在 每 个 队列 处 的 顾客 到 达 率 ， 我 们 从 利 陶 公式 可 推导 得 到 均值 延迟 ( 见 7.8 节 的 
练习 6)。 
为 了 证 明 静 态度 量 实际 上 是 由 式 (7-11) 给 定 的 ， 就 像 对 开放 网 络 一 样 ， 我 们 
可 验证 部 分 平衡 方程 ; 


T(Y)MLCx; 二 1) = DE = e Wipi,i = 1,…,N (7-12) 
以 式 (7-11) 替换 zx， 我 们 得 到 业务 量 方程 (7-10)。 式 (7-12) 表明 ， 在 平衡 态 ， 
在 状态 由 队列 i 离开 的 频率 ， 一 定 等 于 在 这 个 队列 中 导向 状态 * 的 到 达 频 率 。 通 
过 求 和 ， 可 得 到 马尔 科 夫 过 程 X(i) 的 平衡 方程 。 


7.6 Whittle 网 络 


在 Whittle 网 络 中 ， 每 个 队列 的 总 服务 率 取决 于 网 络 状态 。 顾 客 在 队列 i 要求 
参数 为 的 指数 服务 时 间 ， 在 状态 x 服务 容量 等 于 m,(x)。 因 此 ， 在 状态 x*， 队 列 
i 的 总 服务 率 等 于 jm,(%)。 

首先 我 们 假定 ， 在 队列 i 处 顾客 依据 一 个 强度 为 A; 的 泊 松 过 程 到 达 ， 之 后 在 
服务 完成 后 离开 网 络 (不 存在 选 路 ) 。 称 网 络 为 一 个 Whittle 网 络 ， 如 果 服 务 容量 满 
足 如 下 平衡 方程 : 
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mi(x)m(x—e;) (7-13) 
=m(%)m,(%—e,), Vi,, Vx:x, >0,xi >0 
由 Kolmogorov 准则 ( 见 5.14 节 ) ， 我 们 推导 得 到 ， 这 个 条 件 等 价 于 描述 网 络 状 态 x 
变化 情形 的 马尔 科 夫 过 程 X(1) 的 可 逆 性 条 件 。 特 别 地 ， 过 程 Xi 的 静态 度量 如 下 


给 定 : 


T(x) =T(O) 中 (xz)am va (7-14 ) 
其 中 ，a, =A,A, 表示 在 队列 i 处 的 业务 量 强 度 ，B(x) 表 示 沿 从 状态 x 到 状态 0 的 
任意 直接 路 径 的 服务 容量 乘积 的 倒数 ， 如 图 7-5 所 示 。 由 利 陶 公式 ， 得 到 均值 逗留 
时 间 。 


J 
ee 
} 
dd 
} 
WE 
Me 
0 


图 7-5 ”也 数 (x) 是 沿 从 状态 x 到 状态 0 的 任意 路 径 的 服务 容量 乘积 的 倒数 


事实 上 ， 可 以 证 明 ， 就 像 对 Jackson 网 络 一 样 ， 只 要 保持 由 业务 量 方程 (7-1) 
和 (7-2) 给 定 的 每 队列 处 的 到 达 率 ， 选 路 不 会 改变 网 络 状态 的 静态 分 布 。 部 分 平 
衡 方程 给 定 如 下 : 
T(XMMimMmi(X) =7(% -ei) 
十 y 7r(x -e+e)Wm(x -e+e)pasi = 1,,N 


J=1 


和 
T(xX)V = Dr + ei Mimi( x + ei)Pi 
以 式 (7-14) 替换 zr， 使 用 下 面 的 事实 ， 即 对 任意 状态 x: 
a 0 (7-15) 
P(x) ” ”0 
我 们 可 分 别 得 到 业务 量 方程 (7-1) 和 “(7-2)。 这 些 结果 也 可 应 用 到 具有 固定 数量 
顾客 的 封闭 网 络 。 


m;( x) = 
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7.7 Kelly 网 络 


在 本 章 结束 时 ， 我 们 介绍 Kelly 网 络 ， 该 网 络 不 同 于 Jackson 网 络 之 处 是 存在 顾 
客 类 。 我 们 考虑 在 处 理 器 共享 (PS) 服务 规律 下 的 N 个 单 服务 员 队 列 。 类 顾客 
依据 强度 为 xz(1) 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 到 达 ， 并 遵循 网 络 中 长 度 为 了 (5) 的 一 条 路 ， 
由 队列 (kk, 1) ,rr(k,2),，…,r(k, ZE)) 的 序列 给 定 。 在 由 类 上 顾客 访问 的 第 7 个 
队列 处 ， 服 务 时 间 是 参数 为 4(〖,1) 的 指数 时 间 长 度 。 因 此 队列 i 的 负载 如 下 给 定 : 
i K 1 
Be ND 
Kelly 网 络 的 主要 结果 是 ， 网 络 状态 的 静态 分 布 7 具有 乘积 形式 。 以 元 表示 队列 i 
中 的 总 顾客 数 ， 以 x 表示 向 量 (x ，…，x、)， 对 于 每 个 队列 i， 在 稳定 性 条 件 p, < 1 
下 ， 我 们 有 : 


7T(X) = IIGa 一 厅 ) po 天 EN (7-16) 
同样 ， 在 每 个 队列 中 的 顾客 数 独立 于 其 他 队列 中 的 顾客 数 。 另 外 ， 每 个 队列 中 顾客 
数 的 分 布 仅 取决 于 通过 这 些 顾客 之 负载 的 顾客 类 别 。 

证 明 式 (7-16) 的 一 种 简单 方式 是 观察 到 ， 系 统 可 被 看 做 一 个 Whittle 网 络 ， 
其 中 每 个 队列 对 应 于 某 种 类 型 的 顾客 ， 顾 客 以 他 们 的 类 上 和 其 路 径 的 步 数 1 表征。 
因此 ， 存 在 J = > (1) 个 队列 。 我 们 以 ” 表示 队列 j= (4,7) 中 的 顾客 数 ， 以 x 表 
示 向 量 (zx ,…,xj)。 在 Kelly 网 络 中 队列 i 处 的 顾客 总 数 如 下 给 定 : 

和 这 二 

Whittle 网 络 具 有 如 下 特征 。 顾 客 依据 强度 为 v(%) 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 队 列 
j= (有 ,1)。 在 队列 j= (k,l) 处 的 服务 时 间 是 参数 为 u(k,7) 的 指数 时 间 长 度 。 在 Kelly 
网 络 每 个 队列 处 的 服务 规律 是 PS，Whitile 网 络 的 队列 j 的 服务 容量 如 下 给 定 : 


m(%) = 天 
其 中 ,i=r(j)。 最 后 ， 如 果 71<L(k)， 则 离开 队列 j= (%,7) 的 顾客 加 入 队列 六 = 
(k,1+1)， 耕 则 就 离开 网 络 ， 从 而 使 在 队列 j 处 的 顾客 到 达 率 由 v(%) 给 定 。 我 们 推 
导 得 到 在 队列 j= (,7) 处 的 业务 量 强度 为 : 

人 让) 

7 p(k,l) 
我 们 验证 平衡 条 件 式 (7-13) 是 满足 的 ; 由 式 (7-14)， 描 述 Whittle 网 络 每 个 队列 
中 顾客 数 变化 情形 的 马尔 科 夫 过 程 (1) 的 静态 度量 如 下 给 定 : 
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N J Xj 
(x) = 7(0) TI a11l ,re N’ 
通过 求 和 可 得 到 式 (7-16)。 | 


7.8 ”本章 习题 


1. 前 向 反馈 网 络 

我 们 考虑 一 个 Jackson 网 络 ， 其 中 队列 可 以 这 样 一 种 方式 索引 ， 即 对 满足 i=] 
的 所 有 六 j， pj =0。 使 用 一 个 MAM/A1 队列 的 离开 过 程 ( 见 第 6 章 的 练习 1) ， 找 到 
Jackson 结果 。 

2. 可 逆 性 

给 出 描述 一 个 Jackson 网 络 的 马尔 科 夫 过 程 可 逆 性 的 一 个 充分 和 必要 条 件 。 

3. 观察 者 悖 论 

证 明 ， 在 一 个 Jackson 网 络 中 ， 在 一 个 队列 中 存在 的 一 个 顾客 看 到 状态 的 静态 
分 布 ， 由 静态 分 布 7 给 定 ， 该 分 布 的 权重 为 这 个 队列 中 的 顾客 数 。 我 们 可 考虑 PS 
服务 规律 ， 并 应 用 6. 10 节 相 同 的 方法 。 

4. 迁移 

一 个 封闭 的 Jackson 网 络 分 成 两 部 分 。 证 明 顾 客 从 一 个 部 分 到 另 一 部 分 的 迁移 
频率 在 迁移 的 两 个 方向 上 是 相同 的 。 对 于 一 个 开放 的 Jackson 网 络 ， 情 况 是 这 样 
的 吗 ? 

5. 一 个 封闭 网 络 的 MUSTA 性 质 

证 明 : 在 有 个 顾客 的 一 个 封闭 Jackson 网 络 中 ， 一 个 顾客 在 他 离开 一 个 队列 
之 后 且 恰 在 他 加 入 另 一 个 队列 之 前 ， 所 看 到 的 网 络 状态 分 布 对 应 于 这 个 网 络 的 静态 
分 布 ， 但 顾客 数 为 M -1。 

6. 一 个 封闭 网 络 的 到 达 率 

邻 Tj 为 与 有 WW 个 顾客 的 封闭 Jackson 网 络 之 状态 的 静态 分 布 7 关联 的 归 一 化 
常数 ， 满 足 : 


7T(X%) = rvTIw， Vx e N": > =M 
证 明 来 自 队 列 j 到达 队列 i 的 顾客 到 达 率 如 下 给 定 


推导 在 队列 ;处 的 顾客 到 达 率 。 
7. 无 穷 个 服务 员 的 队列 组 成 的 Jackson 网 络 
我 们 考虑 这 样 一 个 Jackson 网 络 ， 其 中 每 个 队列 有 无 穷 数 量 的 服务 员 。 证 明 这 
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个 网 络 属 于 Whittle 网 络 类 。 以 w = 和 ,人 ui; 表示 队列 i 处 的 业务 量 强度 ， 验 证 描述 网 
络 状态 的 马尔 科 夫 过 程 的 静态 度量 如 下 给 定 
oa Qaw 
T(xX) A 
8. 多 类 的 PS 队列 
我 们 考虑 单 服务 员 PS 队列 ， 它 接收 属于 个 不 同类 的 顾客 流 。 类 顾客 依据 
强度 为 A; 的 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 参数 为 的 指数 服务 时 间 。 我 们 以 x 表示 类 
顾客 数 ， 以 pi; = AA 表示 它们 对 队列 负载 的 贡献 。 证 明 这 个 多 类 队列 可 被 看 做 由 
KK 个 单 类 队列 组 成 的 一 个 Whittle 网 络 。 推 导 多 类 队列 之 状态 的 静态 度量 . 


XI + tNr) | 
T(x) =7(0) TD 
X1 ”MX 


队列 的 稳定 性 条 件 是 什么 ? 在 这 个 条 件 下 ， 验 证 任意 类 顾客 的 均值 数 都 正比 于 该 类 
的 负载 。 


7.9 习题 解答 


1. 前 向 反馈 网 络 

队列 可 依据 它们 在 网 络 中 的 位 置 进行 索引 ， 如 图 7-6 所 示 : 在 位 置 1 的 队列 仅 
有 外 部 到 达 ， 在 位 置 2 的 队列 可 接收 来 自 外 部 和 来 自 位 置 1 队列 的 顾客 ， 在 位 置 3 
的 队列 可 接收 来 自 外 部 和 来 自 位 置 1 和 位 置 2 队列 的 顾客 ， 等 等 。 


一 |@ 
一 的 一 ~ 图- 


图 7-6 一 个 前 向 反馈 网 络 


在 位 置 1 的 队列 是 一 个 MAM/1 队列 ， 因 此 其 离开 过 程 是 一 个 泊 松 过 程 。 另 外 ， 
由 一 个 泊 松 过 程 的 子 划 分 性 质 可 得 到 ， 来 自 这 个 离开 过 程 的 内 部 到 达 过 程 是 相互 独 
立 的 泊 松 过 程 。 

因此 在 位 置 2 的 队列 接收 到 一 个 内 部 到 达 流 和 一 个 外 部 到 达 流 ， 每 个 流 都 是 一 
个 独立 的 泊 松 过 程 。 由 泊 松 过 程 的 释 加 性 质 ， 全 局 流 是 一 个 泊 松 过 程 ， 且 在 位 置 2 
的 队列 是 一 个 MAM/A1 队列 ， 独 立 于 在 位 置 1 的 队列 。 实 际 上 ， 时 刻 i1 之 前 ， 由 一 
个 MAM/1 队列 离 去 的 顾客 的 离开 过 程 是 独立 于 时 刻 上 时 这 个 队列 的 状态 的 〈 见 第 6 
章 的 练习 1)。 由 归纳 法 得 到 ， 所 有 队列 都 是 作为 相互 独立 的 MANZL 队列 进行 的 ， 
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这 就 是 Jackson 的 结 

2. 可 逆 性 

描述 一 个 Jackson 网 络 的 马尔 科 夫 过 程 的 局 部 平衡 方程 ， 对 于 所 有 状态 x*， 给 
定 如 下 . 

Vi,n(x+te)Wip =7(x)v FVi,j, n(x +e)Wipy = T(x +e,) Wp 
由 式 (7-6) ， 这 些 方程 等 价 于 : 
Vi,Aip; = 和 Vi,j,Ap; 三 和 iD 

这 是 与 网 络 中 任意 顾客 所 遵循 的 随机 路 径 关 联 的 马尔 科 夫 连 的 局 部 平衡 方程 〈 见 
7.2 节 )。 因 此 ， 一 个 Jackson 网 络 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 关 联 的 选 路 过 程 是 可 逆 的 。 

3. 观察 者 悖 论 

我 们 关注 于 一 个 观察 者 看 到 的 队列 1 的 状态 。 观 察 者 的 活动 周期 具有 参数 为 7 
的 指数 时 间 长 度 。 我 们 构造 一 个 马尔 科 夫 过 程 (X(t),Y(t))， 如 6.10 节 所 示 ， 
X(t) 表示 每 个 队列 中 标准 顾客 的 数量 ，Y(t) 表示 观察 者 在 时 刻 t 时 的 活动 状态 。 这 
个 过 程 的 静态 度量 如 下 给 定 : 


N N 
n(x,0) = 7(0,0) Tp’ 和 zx,1) = 7(0,0) (Cx, + DBTIp,x es N" 
i=l1 i=1 


其 中 ，B, =y/p。 我 们 实际 上 可 验证 7(. ,0) 满 足 部 分 平衡 方程 (77) 和 (7-8)， 
以 及 7(. ,1) 满 足 如 下 修正 的 部 分 平衡 方程; 


和 


T(xX,1 Mi = T(xX—el,l)v + > T(x — el + ©€;,1 Wpa 


1 
X1 十 jz1 


+T(%, 1 x ri 
1 


T(xX,l Ml(x;1) = T(x—-e,)v,+ > Tr(x =e; 十 ej,1 Wps 
jz1 


x 
+7(%—e;+e, lm i 
1 


而 且 就 观察 者 而 言 : 


Hi 
Xi 十 | 
求 和 可 得 到 平衡 方程 。 当 观察 者 处 于 活跃 时 ， 观 察 者 看 到 系统 处 于 状态 x (包括 观 
察 者 ) 的 概率 是 7'(x) ccT(xz -el,1)， 即 : 


ym(x,0) = T(x,1) 


Ey (0)w Llp, NY 
这 是 没有 观察 者 的 条 件 下 ， 由 队列 1 中 顾客 数 加 权 初 始 网 络 的 静态 分 布 得 到 的 。 
4. 迁移 
我 们 将 队列 集合 分 成 两 个 集合 4 和 BB， 并 写 出 式 (7-12)，, 满足 对 任意 队列 
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ieA 和 x; >0 的 所 有 状态 > 
之 TT(CX)NiDH 十 之 TT(X)NiDH 
ele 一 ei + e)Wipi + ZR 一 ei + ep; 
在 4 的 所 有 状态 x 和 所 有 队列 上 对 这 个 方程 求 和 |， 我 们 得 到 
人 
= TEs > 0 Br + 习习 Ko > 0) Er 


xeX Je4 


简化 之 后 ， 我 们 得 到 所 求 的 结果 ， 
> Zs > 0) Trpps = 之 包 1(5 > 0) Sa) pp 


xeX ie/ 


一 般 而 言 ， 对 于 一 个 开放 网 络 ， 结果 并 不 是 这 样 的 。 考虑 两 个 队列 1 和 2 就 足 
以 谨 明 问题 ， 其 中 顾客 以 速率 和 到 达 队 列 1， 之 后 在 离开 网 络 之 前 移动 到 队列 2， 
如 图 7-7 所 示 。 如 果 这 两 个 队列 都 有 服务 率 4 > 和 AA， 那么 顾客 以 速率 和 A 从 队列 1 移 
动 到 队列 2, 但 没有 顾客 从 队列 2 移动 到 队列 1。 事 实 上 ， 可 以 证 明 ， 对 于 选 路 过 
程 为 可 逆 的 开放 网 络 而 言 ， 结 果 成 立 ; 见 练习 2。 


~ J® — 


图 77 串联 的 两 个 队列 
一 个 封闭 网 络 的 MUSTA 性 质 
令 7 是 描述 网 络 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 的 静态 上 度量. 


r(D = Te, Vx e N". Pu 
对 于 满足 lx1 =M -1 的 任意 状态 x,“ 从 队列 移动 到 队列 的 一 个 顾客 ， 恰 在 他 到 
达 队 列 j 之 前 在 沿 同 络 不 于 多大 ， 事 件 的 频率 正比 于 T(x+ei)wpys 由 5.11 节 的 
条 件 转 移 共识 ， 一 个 顾客 从 队列 i 移动 到 队列 7}， 在 它 到 达 之 前 看 到 网 络 处 于 状态 x 
的 概率 如 下 给 定 


T(xX+ ei ) Wips 
> y:1l TY + ei) Wips 
由 静态 度量 的 表达 式 , 我 们 有 (x +e)y =7(x) 和 ,满足 : 
7T'(X) = T(%) 
之 y:1y yy) 
由 式 〈7-11) ， 这 是 同一 网 络 的 静态 分 布 ， 但 具有 M -1 个 顾客 。 


TT' (YXY) = 
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6. 一 个 封闭 网 络 中 的 到 达 率 
由 5.8 节 ， 对 应 于 一 个 顾客 从 队列 j 到 队列 ;移动 的 转移 频率 ， 给 定 如 下 ; 


D2, T(x + 6) Wp 


x:|x| =M-1 


使 用 (x+6)p =7(x)A 和 的 事实 ,我 们 得 到 : 


Li 
2 T(x)Ap; = Fo APs 


x:|x| =M-1 


通过 在 7 上 求 和 ， 得 到 队列 i 处 的 到 达 率 。 使 用 业务 量 方 程 (7-10 ) ， 我 们 推导 
得 


Ly 
a 
To 


7. 无 穷 个 服务 员 的 队列 组 成 的 Jackson 网 络 
所 考虑 网 络 是 一 个 Whittle 网 络 ， 原 因 是 在 队列 ;给 定 m,(x) =x; 条 件 下 ， 服 务 


容量 满足 平衡 方程 (7-13) 。 遵 从 这 个 事实 ， 得 到 静态 分 布 , B(x)= 1 


wx! xn! 
8. 多 类 PS 队列 
对 每 个 类 k， 我们 定义 服务 率 为 wm, (x) 的 一 个 队列 , 满足 : m, (x) = 


一 于 一 平衡 方程 (7-13) 成 立 。 另外， 我 们 有 : 
Xi 十 十 MK 
P(x) -| ee | 

由 式 (7-14) ， 得 到 静态 度量 ， 


Xi1 十 
n(x) =T(0) mpi 
X1 ,Xk 


队列 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 p <1， 其 中 p =p +… +px。 那 么 类 上 顾客 均值 数 如 下 


给 定 : 


下 


曙 


E(X,) = 六 XT (x) 
= 7(0) B (m+ + (™ De pr 
4%3:3 二 1 MX1 ,NE ] 
= pi x +e + rr +1)n(x) 
它 实际 上 正比 于 类 的 负载 p,。 
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爱尔兰 模型 是 一 个 世纪 之 前 形成 的 ， 用 来 深度 剖析 第 一 代 电 话 网 络 。 如 今 ， 它 
仍然 是 一 个 电信 和 领域 中 的 参考 模型 。 在 所 谓 “损失 ”型 系统 的 性 能 分 析 中 ， 该 模 
型 及 其 扩展 是 可 作为 工具 使 用 的 ， 在 这 些 系统 中 ， 资 源 是 预 留 的 ， 在 拥塞 情况 下 ， 
到 达 的 顾客 会 被 拒绝 。 


8.1 爱尔兰 模型 


考虑 一 条 由 m 个 电路 组 成 的 链 路 。 每 个 电话 呼叫 要 求 使 用 一 条 电路 。 呼 叫 依 
据 一 个 强度 为 A 的 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 参数 为 的 指数 时 间 长 度 (事实 上 , 由 
于 不 敏感 性 质 ， 这 个 假设 是 不 太 重要 的 ， 见 8.9 节 的 练习 4)。 当 所 有 电路 都 被 占据 
时 ， 到 达 的 呼叫 就 被 阻塞 ， 并 被 损失 。 我 们 关注 于 阻塞 率 〈 即 一 个 到 达 呼 叫 被 阻塞 
的 概率 ) 。 一 个 关键 参数 是 业务 量 强度 ， 定 义 为 呼叫 到 达 率 与 均值 呼叫 时 长 的 乘积 : 
Be (8-1) 
HK 

这 个 无 量 纲 的 量 ， 一 般 以 爱尔兰 〈 符 号 下 ) 表示 ， 对 应 于 没有 阻塞 的 情况 下 ， 
即 当 m = o 时 的 均值 呼叫 数 。 那 么 系统 等 价 于 一 个 MAM/%w 队列 ， 其 稳定 状态 有 一 
个 均值 为 a 的 泊 松 分 布 ( 见 6.4 节 ) 。 对 于 到 达 率 为 每 分 钟 2.5 个 呼叫 、 均 值 呼叫 
时 长 为 4min (对 应 于 业务 量 强度 a =10E) 的 业务 量 ， 图 8-1 给 出 该 业务 量 的 随机 
性 特征 。 


80 


hy, 


[ 
I 
| | 


40 


呼叫 数 


| 
| 
| 


] Mm 


20 


| | 


So 
— 
© 
[> 
[ms] 
wD 
【== 


时 间 /min 


图 8-1 电话 业务 量 的 随机 性 
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链 路 负载 是 业务 量 强度 与 链 路 容量 的 比值 : 
Q A 


p=—=— 
m mu 


爱尔兰 模型 无 非 就 是 一 个 MAM/m/m 队列 。 特 别 地 ， 正 在 到 达 的 呼叫 数 的 静态 
分 布 由 以 下 公式 给 定 : 


C3 
Qa 


Vx=0,1, ,m,nm(x) = 2 (82) 
1 

这 是 一 个 截断 的 泊 松 分 布 ， 如 图 8-2 所 示 。 依 据 泊 松 到 达 看 时 间 平 均 (PASTA) 性 

质 ， 每 个 呼叫 在 其 到 达 时 看 到 系统 处 于 稳定 状态 ， 因 此 以 概率 7(m) 被 阻塞 。 我 们 


推导 得 到 阻塞 率 为 


Q 
1 
B 一 m (8-3) 
1 
2 ml 
0.15 
0.10 
榜 
EE 
0.05 
0 5 10 15 
呼叫 数 


图 8-2 a=10E 和 m=15 条 电路 的 呼叫 数 的 分 布 


这 就 是 发 表 于 1917 年 的 爱尔兰 公式 。 

图 8-3 给 出 对 于 不 同 m 值 的 链 路 负载 p = a/m 时 的 阻塞 率 。 注 意 ， 在 恒定 负载 
下 ,阻塞 率 随 容量 增加 而 减少 。 这 些 量 (scale) 方面 的 节省 可 由 较 低 的 业务 量 振 
荡 ( 见 8.9 节 的 练习 1) 来 解释 ， 并 可 使 用 爱尔兰 公式 的 积分 形式 加 以 证 明 ( 见 练 
习 2) 。 在 极限 过 程 中 ， 我 们 得 到 一 个 “流体 ”模型 的 损失 率 ， 其 中 没有 任何 的 业 
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务 量 振荡 : 如 果 p <1， 则 为 零 ， 其 他 情况 下 ， 等 于 超过 (p -1) mo 的 业务 量 部 分 。 
这 对 应 于 图 8-3 中 的 m = o 情形 。 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1 .2 1.4 
链 路 负载 


图 8-3 爱尔兰 公式 (从 顶 到 底 的 顺序 为 m=1, 10, 100, 100,，%w) 


爱尔兰 公式 的 成 功 主要 源 于 它 的 简单 性 和 可 靠 性 ， 它 仅 取 决 于 由 业务 量 强 度 a 
确定 的 业务 量 特征 。 特 别 地 ， 对 于 呼叫 时 长 的 任意 分 布 ， 它 都 是 成 立 的 〈 见 练习 
4) 。 爱 尔 兰 模型 可 以 说 是 “不 敏感 的 ”。 唯 一 的 核心 假定 是 呼叫 到 达 的 泊 松 过 程 ， 
当 呼 叫 是 由 大 量 用 户 产 生 时 ， 这 个 假定 是 得 到 满足 的 〈 见 3.7 节 ); 对 于 少量 用 
户 ， 适 用 下 面 描述 的 Engset 模型 。 

对 于 大 数值 m， 爱 尔 兰 公 式 的 数值 计算 可 能 是 繁琐 的 9。 在 这 种 情形 中 ， 首 选 
做 法 是 计算 m 条 电路 阻塞 率 1(m) 的 倒数 。 使 用 式 (8-3)， 我 们 得 到 如 下 递归 


公式 : 


1(m) =1+ 1(m-1) (8-4) 


式 中 , 1(0) =1 

当 容 量 m 趋 于 无 穷 大 、 链 路 负载 p = a/m 保持 常数 时 ， 阻 塞 率 倒 数 的 极限 值 7 
可 通过 求解 相应 方程 式 1=1 +1/p 得 到 。 对 于 p <1， 我 们 得 到 7 了 = w% ， 这 对 应 于 一 
个 零 阻塞 率 ; 其 他 情况 下 ， 得 到 了 =p/(p -1) ， 这 对 应 于 阻塞 率 (p -1)/p。 


8.3 恩 格 塞 特 (Engset) 公式 


Engset 模型 非常 类 似 于 爱尔兰 模型 ， 了 唯一 的 区 别 是 ， 呼 叫 不 是 依据 一 个 泊 松 过 
程 产生 的 ， 而 是 由 固定 数量 (以 KX 表示 ) 用 户 的 行为 产生 的 。 具 体 而 言 ， 每 个 用 


旬 例如 ， 数 1000! 是 与 10? 同 一 量 级 的 。 
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户 产 生 一 个 由 随机 空 闪 时 长 分 隔 的 连续 呼叫 序列 ， 如 图 8-4 所 示 。 


时 间 /min 


图 8-4 由 玉 =25 个 用 户 产生 的 业务 量 ， 其 中 每 个 用 户 的 活动 率 a =0.4 


呼叫 时 长 是 参数 为 的 指数 时 长 ， 空 闲 时 长 是 参数 为 " 的 指数 时 长 。 以 6 表示 


比值 vw。 在 没有 阻塞 的 情况 下 ， 由 每 个 用 户 产生 
的 业务 量 强度 是 用 户 处 于 活跃 状态 的 时 间 所 占 比例 。 
那么 每 个 用 户 活动 状态 的 变化 情形 可 由 一 个 马尔 科 oo 


和 Er ~ Pe 《 7 去 甘 已 
en ld el omnes 图 8.5 描述 一 个 用 户 状态 的 
空闲 状态 ， 1 指 活跃 状态 。 特别 地 ， 用 户 活跃 的 概 马尔 科 夫 过 程 的 转移 图 
率 由 以 下 公式 给 定 


8.3.1 没有 阻塞 情况 下 的 模型 


我 们 首先 考虑 没有 阻塞 情况 下 ， 到 达 呼 叫 数 x 的 变化 情形 。 这 是 一 个 生 灭 过 
程 ， 其 转移 图 如 图 8-6 所 示 。 


Kv (K-11)v 27 全 
Ga > 
SSE rE 
4 2 (K- Dh Kh 


图 8-6 没有 阻塞 情况 下 ， 与 Engset 模型 关联 的 转移 图 
我 们 得 到 静态 度量 为 


天 
(«| pro,k 


由 归 一 化 ， 得 到 
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天 
TT(XY) = a (1-Qw) 


因此 ， 在 没有 阻塞 的 情况 下 ， 在 稳定 状态 中 到 达 呼 叫 数 有 一 个 二 项 式 分 布 。 这 样 一 
个 分 布 的 例子 如 图 8-7 所 示 。 


0.15 
0.10 
恤 
ES 
0.05 
-|—— 上 -> 
0 5 10 15 20 25 


呼叫 数 
图 8-7 K=25 个 用 户 的 呼叫 数 分 布 ， 其 中 每 用 户 活动 率 a =0.4 


8.3. 2 ”有 阻塞 情况 下 的 模型 


存在 接纳 控制 情况 下 ， 其 呼叫 被 阻塞 的 任意 用 户 保持 空闲 的 时 长 是 参数 为 v 的 
指数 时 长 的 一 个 新 的 周期 。 对 于 m <K 的 m 条 电路 ,我 们 由 截断 ( 见 5.15 节 ) 得 


到 静态 分 布 . 
天 
"(| p00 
多 


通过 计算 被 阻塞 呼叫 的 频率 与 到 达 呼 叫 的 频率 的 比值 ， 得 到 阻塞 率 
B= (K-m)vr(m) 
Kvm(0) + (K-11)vr(1) + +(K-m)vr(m) 
我 们 得 到 Engset 公式 为 


K-l1 


一 [i i [i} C833) 

] 十 十 ”十 … 十 的 

1 2 m 

图 8-8 给 出 在 链 路 负载 p =a/m ( 式 中 ,a = KB8) 时 的 阻塞 率 。 当 用 户 数 天 增 
加 时 ， 在 恒定 负载 处 ， 阻 塞 率 趋 于 爱尔兰 公式 。 实 际 上 ， 大 量 独 立 的 低 强 度 静 态 点 
过 程 的 钱 加 ， 趋 于 一 个 泊 松 过 程 ( 见 3.7 节 )。 另 外 , 在 任何 给 定 负 载 下 ，Engset 
公式 总 是 比 爱尔兰 公式 得 到 的 阻塞 率 要 低 : 爱尔兰 公式 是 最 坏 情 况 ， 并 总 是 被 用 作 
分 析 (dimensioning) 目的 。 这 解释 了 为 什么 比 Engset 公式 更 简单 和 更 保守 的 爱 尔 
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兰 公 式 ， 被 普遍 用 于 实践 的 原因 。 


0 02 04 06 08 10 12 14 
链 路 负载 


图 8-8 Engset 公式 (m =20, K 从 底 到 项 的 顺序 为 K=25, 50,，100，%) 


最 后 ， 对 于 Engset 公式 的 数值 计算 ,我 们 有 类 似 于 式 (8-4) 的 一 个 递归 
公式 : 


IT(m) =1 TK-m)pB 


I(m—-1) 


式 中 , 1(0) =1 
8.4 爱尔兰 等 待 公式 


到 此 为 止 ， 我 们 考虑 的 仅 是 纯粹 的 损失 型 系统 。 为 了 减少 阻塞 率 ， 也 许 人 们 关 
注 的 是 ， 当 所 有 电路 都 被 占用 时 ， 将 到 达 呼 叫 进行 排队 ， 人 们 希望 一 条 电路 会 很 快 
得 以 释放 。 例 如 ， 这 是 呼叫 中 心 的 一 项 普遍 实践 措施 。 同 样 考 虑 爱尔兰 模型 ， 但 假 
定 ， 现 在 系统 装备 有 一 个 无 穷 大 队列 ， 目 的 是 收容 被 阻塞 的 呼叫 。 这 些 呼叫 是 以 
FIFO 顺序 被 服务 的 。 这 个 系统 被 称 为 爱尔兰 等 待 模型 。 它 对 应 于 MAM/m 队列 ， 
其 静态 度量 由 以 下 给 定 : 


T(X) =7(0)S, Vx=0,1,.…,m 
(x) =m(0) Ep" ", Va >m (8-6) 
当 且 仅 当 p <1 时 ， 系 统 是 稳定 的 ， 在 后 面 各 小 节 中 都 假定 是 这 种 情况 。 
8. 4. 1 等 待 概率 
依据 PASTA 性 质 ， 一 个 到 达 呼 叫 必须 以 如 下 概率 等 待 . 
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这 是 爱尔兰 等 待 公 式 ， 对 于 容量 m 的 不 同 数值 ， 链 路 负载 p 的 情形 如 图 8-9 所 示 。 
同样 ， 我 们 观察 到 ， 在 任何 给 定 负载 下 ， 性 能 随 容 量 增加 而 得 以 提升 。 这 是 源 于 较 
低 的 业务 量 振 荡 的 原因 。 


100 

-2 
时 10 
EE 
地 
汗 10-4 

10” 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

链 路 负载 


图 8-9 爱尔兰 等 待 公式 (从 顶 到 底 的 顺序 是 m=1，10，100，1000) 


值得 指出 的 是 ， 爱 尔 兰 等 待 公式 是 通过 如 下 关系 与 相应 爱尔兰 损失 公式 B 发 
生 联 系 的 : 
B 
a 1 -p+pB 
特别 地 ， 递 归 式 (8-4) 使 我 们 可 高 效 地 计算 这 个 量 。 


8.4.2 均值 等 待 时 间 


另 一 个 令 人 关注 的 性 能 指标 是 排队 呼叫 的 均值 等 待 时 间 。 依 据 式 (8-6)， 到 
达 呼 叫 数 忒 满足 
P(X =x1X 三 和) = BRS =(1-p)p” ", Vx=m 
因此 ， 假 定 一 个 到 达 呼 叫 被 排队 ， 则 排队 呼叫 数 式 -mm 与 一 个 负载 为 p 的 M/ 
M/A1 队列 中 的 顾客 数 有 相同 分 布 。 特 别 地 ， 排 队 呼 叫 的 均值 条 件数 由 以 下 公式 


给 定 : 


E(X-mlX=m) Ss 
因为 呼叫 以 速率 mw 离开 系统 ， 所 以 我 们 推导 得 到 均值 条 件 等 待 时 间 为 : 
ND 
mm mu—A 
与 爱尔兰 损失 模型 相反 的 是 ， 这 个 性 能 结果 对 呼叫 时 长 的 分 布 是 敏感 的 。 像 
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M/G/1 队列 ( 见 6.9 节 的 Pollaczek-Kinchin 公式 ) 一 样 ， 均 值 等 待 时 间 随 呼叫 时 长 


的 方差 增长 ， 其 中 呼叫 时 长 的 均值 是 常数 。 


8.5 多 类 爱尔兰 模型 


现在 我 们 介绍 爱尔兰 模型 的 不 同 扩展 来 处 理 多 样 化 〈heterogeneous) 请 求 和 多 
条 链 路 的 情况 。 当 综合 业务 数字 网 (ISDN) 出 现 ， 电 话 网 络 基 础 设施 被 用 来 在 几 
条 电路 上 并 行 地 传递 数据 流 时 ， 人 们 形成 了 这 些 扩展 。 在 涉及 资源 预 留 的 任何 通信 
网 络 或 计算 机 系统 的 性 能 评估 中 ， 这 些 模 型 扩展 是 可 作为 工具 使 用 的 。 


考虑 NN 个 呼叫 类 。 每 个 类 i 呼叫 要 求 使 用 c, 条 电 
路 ， 如 图 8-10 所 示 。 系 统 由 m 条 电路 组 成 。 不 能 被 
服务 的 任何 呼叫 都 被 阻塞 并 丢失 。 我 们 关注 于 每 类 呼 
叫 的 阻塞 率 。 

假定 类 i 呼叫 依据 一 个 强度 为 A; 的 泊 松 过 程 到 
达 ， 并 具有 参数 为 上 ; 的 指数 时 长 (对 于 爱尔兰 模型 
而 言 ， 事 实 上 结果 是 不 敏感 的 ， 即 除 呼叫 时 长 的 均值 
外 ， 独 立 于 呼叫 时 长 的 分 布 ) 。 以 % =A;Aui 表示 爱 尔 
兰 模型 中 的 业务 量 强度 ， 以 a 表示 电路 中 总 的 业务 量 
强度 。 因 为 一 个 类 i 呼叫 要 求 使 用 c 条 电路 ， 则 我 们 
得 到 : 


CQL 三 > ae 
链 路 负载 是 业务 量 强度 与 容量 的 比值 ， 即 
Qa 


令 % 为 类 i 的 呼叫 数 。 以 x 和 < 分 别 表示 向 量 (%， 


状态 的 集合 由 容量 约束 确定 : 


NX. CEXICl 十 +XNCNyEMm 


图 8-10 N=2 个 类 的 多 类 爱 尔 
兰 模 型 (m=8, c= (1, 2)) 


,XNy) (ec Cw) O 人 允许 


在 没有 阻塞 ( 当 m=w) 的 情况 下 ， 系 统 就 简化 为 N 个 独立 的 生 灭 过 程 。 这 


是 具有 毅 态 度量 的 一 个 可 逆 过 程 ( 见 5. 16 节 ): 


(xz) =7(0) ee 
这 


XN1l 


通过 截断 和 归 一 化 ， 得 到 原 过 程 (满足 m < o ) 的 静态 分 布 : 


on av 
T(xX) =7(0) cm 
ba 


ww! 


由 于 PASTA 性 质 ， 我 们 得 到 类 i 呼叫 的 阻塞 率 。 这 是 系统 处 于 一 个 阻 蹇 状态 ， 
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该 状态 不 能 接受 任何 到 达 类 i 呼叫 的 概率 : 
B, = a T(x) (8-9) 


注意 ， 被 请 求 电路 数 。 越 大 ， 则 阻塞 率 就 越 大 。 对 于 具有 同 态 业务 量 分 布 的 
N =4 个 呼叫 类 的 结果 如 图 8-11 所 示 ， 其 中 me = oes =ac = oscs。 


阻塞 率 


0 02 04 06 08 10 12 14 
链 路 负载 


图 8-11 在 多 类 爱尔兰 模型 中 W=4 个 呼叫 类 的 阻塞 率 (m=100,c=(1,5,10,30)) 


图 8-12 给 出 这 样 的 事实 , 令 人 惊奇 的 是 ,一般 而 言 ， 阻 塞 率 不 是 链 路 负载 的 单 
调 函 数 。 这 是 由 于 如 下 事实 ， 即 增加 负载 也 许 会 惩罚 一 些 呼 叫 类 (请 求 大 量 电路 的 
那些 呼叫 类 ) ， 结 果 就 是 ， 会 优惠 一 些 其 他 呼叫 类 〈 请 求 少 量 电路 的 那些 呼叫 类 ) 。 


一 


阻塞 率 
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图 8-12 ”一 个 非 单调 阻塞 率 的 例子 (m =100,c =(1,30)) 


8.6 Kaufman-Roberts 公式 


在 计算 阻塞 概率 中 ， 要 考虑 的 状态 数 是 呼叫 类 数 NN 的 指数 。 如 下 递归 公式 使 
计算 对 V 成 线性 的 。 思 路 是 计算 链 路 占有 率 n =x.c 的 分 布 ， 如 图 8-13 所 示 。 令 : 
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图 8-13 在 x.c 为 常数 的 各 状态 x 上 求 和 (C=6,c=(1,2)) 


网 
我 们 有 
HW) = TY ofln 0) (8-10) 


满足 f0) =1 以 及 如 果 n<0 时 fn) =0 的 惯例 。 这 是 Kaufman-Roberts 公式 。 那 么 
得 到 类 i 呼叫 的 阻塞 率 为 


为 了 证 明 递归 式 (8-10) ， 我 们 书写 : 


oo 
fl(n) = ed 
i 认 a a 
nn Xil wx! 
py Ey a of aw 
1 TU i.x,>1 xi! (xi—1)! xn! 


最 后 ， 我 们 得 到 : 


8.7 ”网络 模型 


现在 我 们 考虑 多 条 链 路 的 影响 。 出 于 简单 性 考虑 ， 我 们 假定 每 个 呼叫 都 需要 单 
一 电路 ， 如 同 前 一 节 一 样 ， 可 将 结果 扩展 到 呼叫 需要 任意 数量 电路 的 情形 。 采 用 这 
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个 假定 ， 各 呼叫 仅 在 它们 所 通过 网 络 的 路 径 方 面 存在 差异 。 一 个 呼叫 被 接受 ， 如 果 
在 其 路 径 的 每 条 链 路 上 ， 它 都 得 到 一 条 电路 。 和 否则 ， 它 被 阻塞 并 丢失 。 我 们 关注 于 
每 类 呼叫 的 阻塞 率 。 

令 了 为 链 路 数 ，N 为 呼叫 类 数 。 链 路 1 包含 m, 条 电路 。 类 i 呼叫 的 路 径 是 链 路 
的 一 个 子 集 R,C |1,…,L) 。 例 如 ， 在 图 8-14 所 示 的 网 络 中 ， 存 在 N=5 个 呼叫 类 ， 
有 路 径 R =11,2、R =114 人 Ra =13、 R =13,41 和 Rs =12}。 和 通常 一 样 ， 
我 们 假定 呼叫 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 指数 时 长 。 我 们 以 w; 表示 单位 为 爱 
尔 兰 的 类 呼叫 的 业务 量 强度 。 


图 8-14 有 区 =4 条 链 路 和 N=5 个 呼叫 类 的 一 个 网 络 


> xi 雪山 省 二 小 


在 没有 阻塞 ( 即 对 于 m, =… =m, = w ) 的 情况 下 ， 系 统 对 应 于 NN 个 独立 的 生 
灭 过 程 。 这 是 具有 如 下 静态 度量 的 一 个 可 道 马尔 科 夫 过 程 ( 见 5.16 节 ) : 
oa Qaw 


通过 截断 和 归 一 化 ， 得 到 原 过 程 的 静态 分 布 (满足 mi <o ,…,mr<oo): 
7T(X) =7(0) ,nex 
由 于 PASTA 性 质 ， 类 i 呼叫 的 阻塞 率 等 于 系统 处 于 一 个 阻塞 状态 的 概率 ， 即 
不 能 接受 任何 到 达 的 类 i 呼叫 . 
B; = T(%) 


8.8 解 耦 逼近 ( decoupling approximation ) 


就 像 多 类 爱尔兰 模型 一 样 ， 当 NN 为 大 数 时 ， 阻 塞 率 的 计算 复杂 度 也 许 有 点 过 
大 。 一 种 通常 的 通 近 法 是 考虑 每 条 链 路 个 体 的 影响 。 
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具体 而 言 ， 以 6, 表示 与 独立 的 链 路 1 关联 的 阻塞 率 。 这 是 由 容量 mw 和 业务 量 
强度 多 ,ai 的 爱尔兰 公式 给 定 的 。 那 么 可 计算 类 i 阻塞 率 为 如 下 表达 式 : 
及; 多 由 霹 [ITG -0b,) 


逼近 法 是 这 样 的 ， 假 定 在 路 径 的 不 同 链 路 上 的 阻塞 事件 是 独立 的 。 这 是 保守 的 
做 法 〈 实 际 阻塞 率 是 较 低 的 ) ， 图 8-16 给 出 图 8-15 网 络 中 类 1 呼叫 的 情况 ， 对 于 
两 个 类 有 相同 的 业务 量 强度 。 注 意 ， 对 于 低 的 阻塞 率 ， 通 近 法 是 非常 不 错 的 。 


阻塞 率 
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图 8-16 图 8-15 网 络 中 类 1 呼叫 的 阻塞 率 (从 顶 到 底 的 顺序 为 m =1，10，100，250，m =2m,) 


8.9 本章 习题 


1. 业务 量 振荡 

证 明 ， 在 没有 阻塞 的 情况 下 ， 到 达 呼 叫 数 的 相对 振荡 是 随 业 务 量 强度 而 减少 
的 。 计 算 呼 叫 数 方差 的 系数 (标准 差 与 均值 的 比值 ) 。 

2. 爱尔兰 公式 的 积分 形式 

使 用 递归 式 (8-4) ,证 明 爱 尔 兰 公式 满足 : 

| 人 

推导 在 恒定 负载 p =a/m 下， 阻塞 率 随 链 路 容量 m 的 增加 而 减 小 。 
3. 接纳 率 
以 A' 表 示爱 尔 兰 模 型 中 被 接纳 呼叫 的 到 达 率 。 证 明和 A'’=A(1-B), 其 中 8 是 
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相应 的 阻塞 率 ， 并 使 用 利 陶 公式 证 明 A'AUm。 推 导 当 p >1 时 ,阻塞 率 总 是 高 于 
相应 流体 模型 的 损失 率 ， 即 (p -1)/p。 

4. 爱尔兰 公式 的 不 敏感 性 

考虑 具有 超 指 数 呼 叫 时 长 的 爱尔兰 模型 .每 个 呼叫 的 时 长 有 一 个 概率 为 p, 、 参 
数 为 的 指数 分 布 和 一 个 概率 为 p,、 参 数 为 4, 的 指数 分 布 ， 其 中 p, +p, =1。 那 
么 均值 呼叫 时 长 等 于 og =pi/1 +ps/Ni， 且 业务 量 强度 为 a = Ac。 证 明 阻 塞 率 是 由 
爱尔兰 公式 给 定 的 。 

5. Engset 公式 

以 到 达 呼 叫 数 的 均值 表示 Engset 模型 的 阻塞 率 (我 们 可 能 用 到 利 陶 公式 ) 。 推 
导 得 到 一 个 下 界 。 通 过 考虑 当 K 一 o 、B 一 0、 链 路 负载 趋 于 某 个 正常 数 p 时 的 极 
限 ， 证 明 练 习 3 的 结果 。 

6. 均值 条 件 等 待 时 间 

使 用 利 陶 公 式 ， 找 到 爱尔兰 等 竺 模型 中 的 均值 条 件 等 待 时 间 方 程式 。 

7. 链 路 占有 

计算 爱尔兰 等 待 模型 中 被 占 电 路 数 的 均值 。 

8. 等 待 和 损失 模型 

考虑 爱尔兰 损失 模型 和 爱尔兰 等 待 模型 的 一 个 混合 体 ， 当 所 有 电路 都 被 占 时 ， 
到 达 呼 叫 被 排队 ,但 队列 限制 为 n 个 呼叫 。 计 算 阻 塞 率 、 等 待 概 率 和 被 排队 呼叫 的 
均值 等 待 时 间 。 

9. 具有 等 待 和 烦躁 ( waiting and impatience) 顾客 特征 的 呼叫 中 心 

考虑 一 个 呼叫 中 心 ， 其 中 呼叫 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 指数 时 长 。 当 所 
有 服务 员 (agent) 都 忙 时 ， 到 达 呼 叫 被 排队 。 假 定 ， 对 每 个 被 排队 的 呼叫 ， 用 户 
忍耐 时 长 是 指数 的 。 在 这 个 忍耐 时 长 结束 时 ， 呼 叫 被 放弃 并 丢失 。 计 算 等 竺 概率 和 
放弃 率 。 


一 台 视 频 点 播 服务 器 提供 低 清 晰 度 和 高 清晰 度 的 视频 流 。 这 些 流 对 应 的 相应 吞 
吐 率 为 2Mbit/s 和 10Mbit/s。 假 定 60% 的 业务 量 是 高 清晰 度 的 。 假 定 服务 器 可 提供 
的 总 吞吐 率 为 100Mbit/s， 且 接纳 控制 防止 超过 这 个 限制 ， 对 一 台 负 和 载 为 50% 的 服 
务 器 ， 计 算 每 种 类 型 视频 的 阻塞 率 。 

11. 广义 Engset 模型 

考虑 一 条 由 m 个 电路 组 成 的 链 路 ， 为 K 个 用 户 共享 。 用 户 有 参数 为 的 指 
数 呼叫 时 长 和 参数 为 v 的 指数 空闲 时 期 ; 在 呼叫 被 阻塞 的 情况 下 ， 一 个 用 户 进 入 
一 个 新 的 空闲 时 期 ， 就 像 呼叫 立即 被 完成 一 样 。 如 果 用 户 大 有 一 个 正在 进行 的 呼 
叫 ， 则 令 x =1。 否 则 令 x; =0。 证 明 相 应 的 向 量 x 有 静态 分 布 : 
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K 
T(x) = 7(0) [lB*,x*, 十 十 MK 拓也 


式 中 ，B, =wAur。 推导 每 个 用 户 的 阻塞 概率 是 独立 于 他 /她 的 业务 量 强度 的 。 哪 个 
用 户 有 最 高 的 阻塞 概率 ? 


8. 10 “习题 解答 


1. 业务 量 振荡 

我 们 考虑 没有 阻塞 的 爱尔兰 模型 。 这 是 一 个 MAM/%w 队列 。 到 达 呼 叫 数 有 一 个 
均值 为 a 的 泊 松 分 布 。 方 差 的 系数 由 1/Va 给 定 ， 它 随 a 的 增加 而 减少 。 

2. 爱尔兰 公式 的 积分 形式 


全 ft a 

J(m) | (2 a edt 
注意 J (0) =1， 由 分 部 积分 ， 得 到 : 

VYm>1,7(m) =1+ 人 7 人 (mm-1) 


我 们 可 从 式 (8-4) 推导 得 到 对 于 所 有 m 宇 0，1(m) =J(m)。 因 为 函数 


二 ( 店 + ) 

对 于 所 有 1 二 0， 随 m 的 增加 而 增加 ， 所 以 在 固定 负载 p 下 ,阻塞 率 随 m 的 增加 而 

3. 接纳 率 

由 6.11 节 的 练习 5 得 到 等 式 A'=A(1 -有 ) 。 对 于 每 个 被 接纳 的 呼叫 ， 在 队列 
中 的 逗留 时 间 等 于 服务 时 间 。 由 利 陶 公 式 ， 我 们 得 到 A'/=E(X) 万 m。 因 为 p = 
A/(mu) ， 我 们 推导 得 到 1 -B<1/p， 由 此 可 得 结果 。 

4. 爱尔兰 公式 的 不 敏感 性 

在 没有 容量 约束 的 条 件 下 ， 模 型 对 应 于 两 个 并 行 的 MAM/w 队列 ， 到 达 率 分 别 
为 Ap; 和 Ap, ， 服 务 率 分 别 为 内 和 jw，( 这 里 我 们 用 到 了 泊 松 过 程 的 子 划 分 性 质 ， 
见 3.6 节 )。 这 些 队 列 的 状态 由 两 个 独立 的 可 道 马 尔 科 夫 过 程 组 成 ， 相 对 应 的 静态 


度量 分 别 为 


mim) =71(0) TT 和 (zs) =7,(0) 

这 两 个 队列 的 联合 状态 定义 了 一 个 可 逆 的 马尔 科 夫 过 程 ， 其 静态 度量 是 乘积 度 
量 7(x) =mTi(xzi)7 (xz ) ( 见 5.16 节 )。 可 通过 截断 ( 见 5.15 节 ) ， 得 到 带 有 容量 
约束 的 原 过 程 的 静态 度量 7': 
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TT' (YXY) =T (0) 一 一 一 ,Xi +xX, <m 
X11X2 | 


归 一 化 给 出 


最 后 ， 我 们 得 到 


”1 n \ar oa» 
"(0) = [ 立 二 网 
关 导 x1 ,X2:X1 +X2 = Xl 1 a 
1 
or? a 
1 +Q+ 二 二"… 十 一 
ml! 


到 达 呼 叫 总 数 的 分 布 由 式 〈8-2) 给 定 ， 因 此 与 具有 指数 呼叫 时 长 的 爱尔兰 模型 的 
分 布 是 一 致 的 。 依 据 PASTA 性 质 ， 阻 塞 率 是 m 条 电路 被 占 的 概率 ， 由 爱尔兰 公式 
给 出 。 
5.，Engset 公式 
令 和 是 呼叫 到 达 率 ，A' 是 被 接纳 呼叫 的 到 达 率 。 将 利 陶 公式 分 别 应 用 到 到 达 呼 
叫 和 空闲 用 户 ， 我 们 得 到 
人 = 了 (ID 和 人 =K-E(X) 


我 们 推导 得 到 阻塞 率 ; 


B=1- -1 E(X) 


A ~ BK-E(X)) 
因为 E(X) <m， 我 们 得 到 下 界 : 


B=1 


B(K-m) 
在 满足 K8 = a 的 极限 K 一 w 和 B6 一 0 中 ， 这 个 下 界 变 为 1 -1/p， 这 对 应 于 练习 3 为 
爱尔兰 模型 得 到 的 界 。 
6. 均值 条 件 等 待 时 间 
因为 仅 有 0 部 分 的 呼叫 被 排队 ， 所 以 将 利 陶 公式 应 用 于 这 些 呼 叫 ， 给 出 
AQ6=E(max(X-m,0)) 
依据 式 (8-6) ， 得 到 : 


E(max(X ~m,0)) = D7(0) pr "(x we 0 人 
我 们 推导 得 到 均值 条 件 等 待 时 间 为 : 
0 = 


mu 一 从 
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7. 链 路 占有 

因为 均值 呼叫 时 长 为 L/w， 所 以 将 利 陶 公式 应 用 到 mm 个 服务 员 ， 得 到 被 占 服务 
员 数 的 均值 数 等 于 Au ， 即 mp ( 见 6.11 节 的 练习 6) 。 

8. 等 待 和 损失 模型 

这 个 模型 对 应 于 一 个 MAM/m/m +n 队列 。 关 联 的 马尔 科 夫 过 程 是 将 爱尔兰 等 
待 模型 的 马尔 科 夫 过 程 约束 到 状态 空间 10,1,… ,m+n|。 因 为 这 个 过 程 是 可 道 的 ， 
所 以 通过 截断 和 归 一 化 ， 我 们 得 到 静态 分 布 为 


T(X) =7(0)®, Vx=0,1,.…,m 


T(X) =7(0) op’ ", Vs =m+1,…,m +n 


7(0) = ] 


Im 证 


a” a” 
l+Qa+t++— +——(p+…+p" ") 
ml ml 


由 PASTA 性 质 ， 得 到 阻塞 率 为 B=7(m+n)， 等 待 概率 为 OG=7(m) +…+7(mt+ 
n -1)。 考 虑 到 一 个 到 达 呼 叫 被 排队 ， 则 被 排队 呼叫 的 均值 数 由 以 下 公式 给 定 ; 


n-l 
E(X-mlm<X<m+n) = es 
1l +p+:**+p 


因为 呼叫 以 速率 my 离开 系统 ， 所 以 我 们 推导 得 到 均值 条 件 等 待 时 间 为 


6 ee A +1) 
mu 


1 


11+2p+…+7D 

ML 1+p+t +p"! 
9. 具有 等 待 和 烦躁 顾客 特征 的 呼叫 中 心 
假定 有 m 个 服务 员 (agent)。 以 和 A 表示 到 达 率 ， 以 jw 和 w 分 别 表示 呼叫 时 长 和 


忍耐 时 长 的 指数 分 布 的 参数 。 描 述 呼 叫 数 的 过 程 X(t) 有 如 下 转移 图 ; 


rH 2 ds mu+v mu+2v 
这 是 一 个 生 灭 过 程 。 系 统 总 是 稳定 的 ， 其 静态 分 布 由 以 下 公式 给 定 : 
T(xX) m0) 如 果 xm 
和 


QT 区 
x) = 其 他 情 
r(z) =7(0) 人 iromicr-mjv)， 其 他 情况 
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式 中 ，a 表示 单位 为 爱尔兰 的 业务 量 强度 ，a =A/。 依据 PASTA 性 质 ， 等 待 概率 是 O = 
2 __7(z*) 。 放 弃 率 是 相应 事件 频率 的 比值 ( 见 5.11 节 )， 即 人 闷 7(z)(z -m)v。 

10. 视频 点 播 

系统 对 应 于 一 个 多 类 爱尔兰 模型 。 我 们 以 % =10、m =3、cl =1、c =5 和 
m=50 应 用 公式 〈8-10) 。 我 们 得 到 : 

Bi~1.98 x10” 和 B,~1.50x10”7 
11. 广义 Engset 模型 
在 没有 阻塞 的 情况 下 ， 系 统 状 态 定义 了 10，1 必 上 的 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 具 有 


7(z) = (0 TP 
存在 接纳 控制 的 条 件 下 ， 系统 状态 的 静态 分 布 可 由 这 文 个 度量 在 状态 空间 站 = 
ix: x1 三 m} 上 的 截断 和 归 一 化 得 到 ， 其 中 |xl 二 %1i 十 … “十 X%Ko 
由 条 件 转移 公式 ( 见 5.11 节 )， 用 户 1 的 阻塞 概率 是 用 户 1 阻塞 频率 与 用 户 1 
呼叫 到 达 频 率 的 比值 ， 即 
之 x:x1 =0,1al nt) 四 > wall 1], Bx 
> x:x1 =0,1al co TX) 2 x:lxl <m 11 sb 
这 是 在 没有 用 户 1 的 一 个 虚拟 系统 中 所 有 电路 都 被 占用 的 概率 。 特 别 地 ， 用 户 1 的 
阻塞 概率 是 独立 于 她 的 业务 量 强度 的 。 
条 电路 都 被 占用 的 概率 由 以 下 公式 给 出 : 
有 2 x:l sl =m-1 I ,px 2 [1 
" pb 2 xz:lx| Sm-l ll,p* > x:lal ,ll px 
因为 任何 用 户 的 阻塞 概率 随 m 的 增加 而 减少 ， 这 就 是 用 户 1 的 情形 : 
、 下 刘 三 dlp by | ,11,B» 
py | 刘 关 启 ez “5 ,ues ll, BY 
从 而 使 p 随 B, 的 增加 而 增加 。 我 们 推导 得 出 ，m 条 电路 被 占用 的 概率 是 B, ,… ,Bk 
的 增 函 数 。 特 别 地 ， 当 其 他 用 户 的 业务 量 强度 最 大 化 时 ， 一 个 用 户 的 阻塞 概率 就 最 
大 化 了 。 我 们 得 出 结论 ， 经 历 最 高 阻塞 概率 的 用 户 ， 是 具有 最 低 业务 量 强度 的 用 
户 ， 即 用 户 入 满足 大 =arg min,B'。 


B, = 


x:|x|l =m 
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接 下 来 的 两 章 专门 讨论 IP 网 络 ， 这 种 网 络 的 资源 不 是 预 留 的 ， 而 是 动态 地 由 
活跃 用 户 所 共享 的 : 这 是 因特网 的 “尽力 而 为 ”范式 。 出 现 拥塞 时 ， 到 达 的 流 仍然 
被 接纳 〈 没 有 接纳 控制 ) ， 因 此 导致 所 有 活跃 流 的 质量 恶化 。 那 么 至 关 重 要 的 是 ， 能 
够 估计 拥塞 事件 的 概率 ， 并 对 网 络 深 入 分 析 ， 以 便 使 这 个 概率 保持 尽 可 能 的 低 。 

本 章 专 门 讨论 实时 流 ， 例 如 话音 、 视 频 会 议 以 及 音频 或 视频 流 化 。 下 一 曹 专门 
讨论 数据 传递 。 


9.1 流 (flow) 和 报 文 


如 其 名 所 暗示 的 ， 实 时 业务 量 可 表征 为 一 个 时 间 约 束 ， 该 约束 不 允许 源 对 拥塞 
做 出 反应 。 典 型 情况 下 ， 实 时 业务 量 是 使 用 用 户 数 据 报 协议 (UDP) 传递 的 。 出 于 
简单 性 考虑 ， 流 被 假定 为 具有 一 个 恒定 比特 率 (CBR) (扩展 到 可 变 比 特 率 
(VBR) 流 的 情形 ， 见 9. 11 节 的 练习 6) 。 图 9-1 形象 地 在 流 和 报 文 级 别 给 出 业务 量 
振荡 情况 ， 此 时 所 有 流 都 有 相同 比特 率 ， 这 种 情形 中 是 10 个 报 文 / 秒 。 


5 
4 
耕 3 
窑 ? 
j 


报 文 数 


时 间 /s 
图 9-1 在 流 (上 部 ) 和 报 文 (下 部 ) 级 别 上 的 实时 业务 量 


当 流 数量 恒定 时 ， 在 报 文 级 别 上 业务 量 是 周期 性 的 。 实 际 上 ， 在 报 文 到 目的 地 的 
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路 径 上 的 各 路 由 器 处 ， 报 文 会 被 延迟 ， 这 在 过 程 中 增加 了 茶 种 随机 性 。 事 实 上 ， 相 比 
由 于 活跃 流 数量 的 变化 导致 的 随机 性 而 言 ， 这 种 随机 性 是 可 以 忽略 的 ， 如 下 面 所 示 。 


9.2 报 文 级 别 的 模型 


首先 ， 我们 在 短 时 间 尺 度 上 的 报 文 级 别 ， 考 虑 业务 量 振荡 ， 此 时 有 固定 数量 的 
活跃 流 。 虽 然 在 理论 上 报 文 依据 一 个 周期 性 的 过 程 到 达 ， 但 在 实际 中 这 个 过 程 受到 
随机 排队 延迟 的 扰乱 。 因 此 ， 我 们 假定 报 文 是 依据 强度 为 A 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 
的 。 这 可 被 看 做 一 个 保守 的 假定 ( 见 3.8 节 )。 出 于 简单 性 考虑 ， 也 假定 报 文 有 一 
个 均值 为 o 比特 的 指数 尺寸 ， 这 也 是 一 个 保守 的 假定 (实际 上 ， 报 文 尺寸 是 受 限 
的 )。 以 4A =Ao 表示 业务 量 强度 (以 比特 /秒表 示 ) ， 以 C 表示 链 路 容量 ( 以 比特 / 
秒表 示 ) 。 

一 条 报 文 的 传输 时 间 有 参数 为 = C/o 的 一 个 指数 分 布 ， 该 模型 对 应 于 到 达 率 
为 A、 服 务 率 为 4 的 一 个 MAM/1 队列 。 这 个 队列 的 负载 如 下 给 出 : 

A A4 


ww C 
队列 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 p <1。 在 这 个 假定 下 ， 队 列 中 报 文 数 的 分 布 如 下 给 出 : 
VxeN,m(x) =(1-p)p’ 
依据 PASTA 性 质 ， 一 条 报 文 在 其 到 达 时 发 现 队列 中 至 少 有 x% 条 报 文 的 概率 如 下 
给 出 : 


Bry) =p 


这 个 概率 随 * 增加 而 呈 指 数 快速 减少 。 图 9.2 给 出 x*=25，50 或 100 条 报 文 的 一 个 
例子 (对 应 于 o=1kB 和 C=100M 比特 / 秒 的 均值 延迟 xo/C 为 2ms、4ms 或 8ms)。 


070 075 0.80 085 0.90 095 1.00 
负载 


图 9-2” 报 文 数 大 于 x 的 概率 (从 顶 向 下 的 顺序 ，x =25 ,50 ,100) 
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注意 ， 对 于 x=100， 当 负载 小 于 0.9 时 ， 这 个 概率 是 可 忽略 不 计 的 。 事 实 上 ， 
对 于 业务 量具 有 比较 真实 的 假定 ( 几乎 没有 随机 报 文 到 达 和 受 限 的 报 文 尺寸 ) 的 
非常 接近 于 1 的 负载 而 言 ， 这 是 可 忽略 不 计 的 。 

如 采 也 考虑 缓冲 尺寸 的 话 ， 则 模型 就 变 为 一 个 MAM/1Vn 队列 ， 其 中 n 表示 路 
由 融 中 最 大 报 文 数 (包括 正在 传输 的 报 文 )。 那 么 队列 中 报 文 数 的 分 布 为 : 


Vx=0,1,.…,n,7(x) 
1+D+…+p 
由 PASTA 性 质 ， 得 到 报 文 损失 概率 : 
n(n) a 
+DP+…+D 


如 图 9-3 所 示 ， 当 p <1 时 ， 这 个 量 是 非常 小 的 ; 当 p >1 时 ， 这 个 量 则 接近 于 超过 
(p -1)/p 部 分 的 业务 量 部 分 ， 这 对 应 的 是 缓冲 尺寸 的 真实 数值 ( 至 少 为 100 个 报 文 ) 。 


0 0.5 1.0 1.5 2.0 
负载 

图 9-3 ”对 于 缓冲 尺寸 的 不 同 数值 (从 项 向 下 的 顺序 ， 
n=10,100,1000)， 以 负载 p 表示 的 报 文 损失 概率 


9.3 流 级 别 的 模型 


因为 在 报 文 级 别 的 业务 量 随机 性 不 太 可 能 产生 显著 的 报 文 延迟 和 丢失 率 ， 所 以 
本 章 后 面部 分 就 专门 研究 流 级 别 的 业务 量 振荡 。 我 们 假定 ， 流 依据 强度 为 A 的 一 
个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 参数 为 的 指数 时 长 (这 些 表示 法 应 该 不 会 与 9. 2 节 的 那 
些 表示 法 混淆) 。 就 像 爱 尔 兰 模型 一 样 ， 这 些 结 果实 际 上 对 流 时 长 分 布 是 不 敏感 的 
(除了 流 时 长 均值 之 外 ) 〈 见 9.11 节 的 练习 2) 。 以 爱尔兰 为 单位 的 业务 量 强度 如 下 
给 出 : 


和 A 
Q = 一 
内 
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人 们 关注 的 一 个 典型 的 性 能 指标 是 拥塞 率 ， 它 是 流 的 总 速率 大 于 链 路 容量 的 概率 ， 
如 图 9-4 所 示 。 


时 间 
图 9-4 一 个 拥塞 事件 


因为 每 个 流 的 时 长 是 独立 于 系统 状态 的 ， 所 以 流 级 别 的 模型 对 应 于 一 个 MAM/ 
o 队列 。 因 此 ， 流 数量 有 均值 为 a 的 一 个 泊 松 分 布 : 


VxeN,m(x) a 
和 | 


首先 ， 假 定 所 有 流 都 有 相同 的 CBR >， 并 共享 相同 链 路 的 容量 C， 对 某 个 整数 m， 
满足 C =mr。 每 个 流 都 有 一 个 均值 总 量 "ww， 以 便 使 业务 量 强度 〈 以 比特 /秒表 示 ) 
等 于 : 


(9-1) 


A=ar 
各 种 表示 法 汇总 于 表 9-1 之 中 。 
表 9-1 主要 表示 法 


绝对 值 ( 比特 / 秒 ) 相对 值 (7 的 倍数 ) 


业务 量 A a 
容量 C m 


意 系 统 在 任意 负载 下 都 是 稳定 的 ， 原 因 是 每 条 流 的 时 长 独立 于 网 络 的 拥塞 状态 
i 链 路 负载 对 正在 发 送 的 流 数量 的 分 布 具有 影响 ， 见 式 (9-1)， 因此 也 对 拥塞 
事件 的 频率 有 影响 。 


9.4 拥塞 率 
将 拥塞 率 定义 为 ， 各 流 受 到 链 路 约束 的 概率 : 


G=P(X>m) 
由 式 (9-1) 可 得 出 上 式 。 图 9-5 给 出 不 同 容量 值 下 ， 以 链 路 负载 p 表示 的 拥塞 率 。 
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观察 到 ， 在 低 负 载 时 ， 拥 塞 率 随 容量 的 增加 而 减少 ， 而 在 高 负载 时 ， 它 随 容量 的 增 
加 而 增加 。 和 爱尔兰 公式 的 情况 一 样 ， 这 可 以 解释 为 由 大 的 a 的 较 低 相对 业务 量 振 
荡 导 致 的 ( 见 8.9 节 的 练习 1): 当 a < 到 时 ， 几 乎 没有 拥塞 ; 当 a > 到 时 ， 则 总 是 
出 现 拥塞 ; 当 mo 时， 如 果 p <1， 则 拥塞 率 为 零 ， 否 则 拥塞 率 等 于 1。 


0 02 04 06 08 10 12 14 
负载 


图 9-5 拥塞 率 (从 顶 到 底部 的 低 负载 顺序 ，m =1,10,100,500,% ) 


注意 一 个 活跃 流 看 到 较 高 的 拥塞 率 ， 等 于 . 
G’'=P(X=m) 
因为 其 他 m 条 流 是 活路 的 ， 就 足以 使 链 路 为 饱和 的 了 ( 见 9.11 节 的 练习 1) 。 这 是 一 
条 链 路 容量 为 C -7 的 拥塞 率 。 与 拥塞 率 6 的 差异 ， 仅 对 于 小 容量 的 值 才 是 显著 的 。 


9.5 均值 吞吐 量 


拥塞 率 是 流 吞 吐 量 小 于 所 需 CBR r 的 概率 。 为 了 估计 由 于 网 络 导致 的 质量 恶 
化 ， 可 计算 许多 其 他 的 吞吐 量 指标 ， 例 如 均值 、 方 差 或 而 吐 量 的 某 个 分 位 数 。 出 于 
这 个 目的 ， 我 们 需要 以 拥塞 事件 来 对 系统 建 模 。 假 定 链 路 容量 是 在 各 流 之 间 公 平 共 
享 的 ， 从 而 使 当 xr > C 时 ， 每 条 流 有 吞吐 量 C/x。 每 条 流 被 表示 为 具有 一 个 恒定 速 
率 r+， 通 过 瓶颈 容量 为 C 的 一 条 信息 “流体 ”连续 流 ， 超 过 瓶颈 容量 的 业务 量 就 丢 
失 了 。 因 此 ， 存 在 * 条 流 时 ， 每 条 流 得 到 的 吞吐 量 等 于 : 


mm 人 
从 一 条 活跃 流 的 角度 看 ， 流 数量 (包括 这 条 活跃 流 ) 的 分 布 等 于 初始 分 布 ， 权 重 
为 流 数量 〈( 见 6. 10 节 ) ， 即 : 


T'(X) ccxXTT(%) 


例如 ， 考 虑 均值 吞吐 量 ， 我 们 以 7 表示。 我们 有 : 
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入 = min( Cr)r'() 


v 


>» min( Cr) n(x) 


Di () 
| ECminCX,m) ) 
E(X) 


(9-2 ) 
使 用 式 (9-1) ， 我 们 得 到 
E(min(X,m)) =E(XI(X<m)) +mP(X>m) 
ae 

= > e eT +mG 

=a(1 -B)(1-G)+mG 
其 中 ，C 是 拥塞 率 ，B 是 链 路 容量 为 m、 业 务 量 强度 为 a 的 相应 爱尔兰 公式 。 使 用 
E(X) =ea 的 事实 ， 我 们 推导 得 到 . 

的 (9-3) 

图 9-6 给 出 不 同 容量 数值 的 链 路 负载 p 和 一 个 单位 CBRr =1 下 的 均值 吞吐 量 y。 注 
意 ， 在 恒定 负载 p 下 ， 均 值 吞 吐 量 随 容量 增加 而 增加 。 淄 一 时， 如 果 p <1， 则 
均值 吞吐 量 等 于 1 (原因 是 G 和 中 都 为 零 ) ， 其 他 情况 下 ， 等 于 1 (因为 G=1)。 


均值 吞吐 量 


图 9-6 均值 吞吐 量 (从 底 向 上 的 


ri 


项 序 为 m =1 ,10 ,100,500,%) 


9.6 和 扫 失 率 


男 一 个 有 用 的 性 能 指标 是 报 文 丢 失 率 。 存 在 x 条 活跃 流 时 ， 在 前 面 “ 流 体 ” 
业务 量 的 假设 下 ， 如 果 和 和 CC， 则 单位 时 间 丢 失 的 业务 量 是 零 ， 和 否则 等 于 xr - C。 
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因为 系统 在 状态 * 花费 r(x) 比例 的 时 间 ， 则 我 们 推导 丢失 率 ，; 
2 sc — C)T(x) 


L = 


2 arm (x) 
_E((X-m)l(X>m)) 
E(X) (3-4) 
因为 : 
E((X-m)1l(X>m)) =E(X) -E(mm(X,m)) 
所 以 我 们 由 式 〈9-2) 得 到 如 下 关系 : 
天 (9-5) 


报 文 丢 失 率 简单 地 解释 为 相对 于 所 需 比特 率 7 的 均值 吞吐 量 丢 失 。 因 此 ， 等 于 95% 
所 需 比 特 率 的 一 个 均值 春 吐 量 ， 对 应 于 报 文 丢失 率 为 5% 。 

图 9-7 给 出 不 同 容量 数值 下 ， 以 链 路 负载 p 表示 的 丢失 率 。 同 样 ， 在 恒定 负载 
下 ， 性 能 随 容 量 增 加 而 得 到 改进 。 当 m 一 w 时 ， 如 果 p <1， 则 丢失 率 为 零 ， 和 否则 
等 于 超过 (p -1) /p 流量 的 业务 量 部 分 ( 见 8.2 节 )。 


100 
10-1 


入 10-3 可 一 一 一 个 一 一 A 
小 i 
105 


10—6 
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图 9-7 丢失 率 (从 顶 向 下 的 顺序 为 m=1,10,100,500,o ) 


评述 9.1 一 ( 自 适 应 流 )。 如 果 流 将 它们 的 传输 速率 调整 为 适应 拥塞 的 话 ， 则 
报 文 丢 失 率 就 会 较 低 。 在 这 种 情形 中 ， 业 务 量 不 是 真正 实时 的 。 在 下 一 章 讨论 速率 
自 适 应 的 情形 。 


9.7 多 速率 模型 


在 实际 中 ， 流 具有 不 同 特征 ， 这 取决 于 服务 类 型 (话音 、 视 频 ) 和 编码 方案 。 
考虑 NN 个 类 的 流 。 每 个 类 i 的 流 有 一 个 CBR ~ 比特 / 秒 。 我 们 寻求 计算 一 条 容量 >》 
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C 比特 / 秒 的 链 路 的 拥塞 率 (要 了 解 其 他 性 能 指标 ， 见 9. 11 节 的 练习 5)。 假 定 各 
流 是 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 的 。 我 们 以 a, 表示 类 i 流 的 业务 量 强 度 (单位 为 爱 尔 
兰 ) 。 相 应 的 业务 量 强度 (单位 是 比特 / 秒 ) 给 出 如 下 : 

A,=a,r, 
以 4 表示 总 业务 量 强 度 (单位 是 比特 / 秒 ): 


N 


4 = > 4， 


邻 X, 是 类 i 流 的 数量 。 以 X 和 7 表示 向 量 (X,…,Xy) 和 (7,,… ,ry)。 系 统 等 价 
于 NW 个 独立 的 MAM/%w 队列 。 的 静态 分 布 如 下 给 出 . 


VxeN’",n(x) = ea 
Xl ! xnl 
拥塞 率 如 下 给 出 : 
G=P(X.r>C) (9-6) 
就 单一 速率 情形 而 言 ， 一 个 类 ; 流 看 到 总 容量 为 C -7 的 一 个 系统 的 拥塞 率 ， 即 . 
G;=P(X.r>C-r.) (9-7) 


图 9-8 给 出 N=4 个 类 的 流 ， 作 为 负载 p 的 一 个 函数 的 结果 ， 其 中 有 一 个 同 态 的 业 
量 分 布 (单位 是 比特 / 秒 )， 即 4 =4 =4 =44。 


负载 


图 9-8 在 一 个 多 速率 系统 中 不 同类 的 流 看 到 的 拥塞 率 (C =100，r 从 底 向 上 的 顺序 是 r= (1,5,10,30) ) 


9.8 递归 公式 


为 了 高 效 地 计算 表达 式 (9-6) 和 (9-7) ， 对 某 个 共同 的 比特 率 单位 m >0,， 可 
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使 用 各 个 归 一 化 整数 数值 ， 其 中 容量 m= C/ro 各 CBR Cl = ri/ro i CN 一 rv/ro 
应 用 Kaufman-Roberts 公式 〈8-10) ， 这 样 得 到 : 
GC = 1 era Sn) 
n=0 
和 


en @ (r+) > nm) 
n=0 


9.9 网 络 模型 


就 像 针对 电路 业务 量 一 样 ， 我 们 可 评估 几 种 资源 的 同时 共享 导致 的 影响 。 出 于 
简单 性 考虑 ， 假 定 所 有 流 的 速率 都 是 某 个 单位 CBR 的 。 其 他 表示 法 是 8.7 节 给 出 
的 那些 表示 法 。 网 络 状 态 碟 的 静态 分 布 如 下 给 定 : 

VxeN,m(x)= ee | 
类 i 流 看 到 的 拥塞 率 如 下 给 出 : 

G, =P(X +e,¢X) 
使 用 8. 8 节 的 解 耘 逼近 ， 我 们 得 到 : 
G1 I — 81) 

其 中 ，g, 表示 链 路 1 上 一 个 活跃 流 看 到 的 拥塞 率 ， 其 中 以 独立 的 情况 加 以 考虑 ， 即 
该 链 路 有 容量 mw，( 以 流 数量 表示 ) 和 业务 量 强度 对 as 。 通 近 的 质量 如 图 9.9 
所 示 ， 其 中 以 两 个 流 类 具有 相同 业务 量 强度 给 出 图 8-15 网 络 的 逼近 质量 。 相 同 的 
通 近 法 可 用 于 丢失 率 和 均值 吞吐 量 ( 见 9. 11 节 的 练习 8 ) 。 


di 
CQ N 


.| es 准确 的 
--- 近似 的 | 


负载 


图 9-9 图 8-15 网 络 的 类 ; 流 的 拥塞 率 (mi 从 顶 向 下 的 顺序 为 m =1,10,100,250，m， =2m,) 
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对 于 高 的 业务 量 强度 ， 流 数量 的 分 布 〈 见 式 (9-1)) 接近 于 一 个 高 斯 9 分 布 S， 
图 9-10 给 出 a =5,10,25 的 情形 。 因 为 X 的 均值 和 方差 都 等 于 a， 所 以 对 于 大 的 a， 
我 们 得 到 如 下 近似 : 


Bl [ ea 
M2TQO > 


0 10 20 30 40 50 
CQ 


图 9-10 均值 为 w =5,10,25 的 泊 松 分 布 


对 于 容量 为 C = mz 的 一 条 链 路 ， 我 们 推导 得 到 拥塞 率 如 下 : 


~— [eg (9-8) 


逼近 的 质量 如 图 9-11 所 示 。 
使 用 如 下 近似 ， 它 对 大 的 x 是 有 效 的 : 


x2 
oo 


2 2 
[ee 


由 式 (9-8) ， 我 们 推导 得 到 在 负载 p <1 时 大 m 的 拥塞 率 显 式 近似 . 
1 Vp nn 
人 有 一 | 2p 
2mml -0 
寺 别 地 ， 在 任意 固定 的 负载 p <1 处 ,拥塞 率 随 链 路 容量 m 成 指数 减少 。 
高 斯 近似 〈 见 式 (9-8)) 也 可 以 容量 C 和 业务 量 强度 4 (单位 是 比特 / 秒 ) 的 


日 ”Carl Friedrich GauB， 德 国 数学 家 (1777-1855 ) 。 
昌 ” 这 是 中 心 极 限定 理 的 一 个 结果 ， 该 定理 说 明 ， 均 值 为 n 的 一 个 泊 松 变量 与 n 个 均值 为 1 的 独立 泊 松 
变量 之 和 具有 相同 的 分 布 。 
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图 9-11 拥塞 率 的 高 斯 逼近 (从 项 向 下 的 顺序 为 = 10,100,500， 低 负载 在 下 部 ) 


形式 写 出 。 我 们 得 到 . 


CGC~— i | eg 
有 意思 的 是 ， 这 个 表达 式 在 多 种 速率 下 ， 仍 然 保 持 有 效 ， 如 9.7 节 所 述 ， 通过 将 
定义 为 以 业务 量 强度 为 权重 的 平均 速率 : 
r= 2 > 
从 如 下 事实 可 得 到 该 式 ， 即 类 i 的 业务 量 有 均值 4 和 方差 4,r,， 从 而 总 体 业 务 量 有 
均值 4 = ”4 和 方差 4r = ”hr 。 


9.11 本 章 习 题 


1. 观察 者 悖 论 

使 用 6. 10 节 的 结果 ,证明 在 一 条 容量 为 C 的 链 路 上 一 条 活跃 流 看 到 的 拥塞 率 ， 
等 于 一 条 容量 为 C -r 的 链 路 上 的 拥塞 率 。 

2. 不 敏感 性 

使 用 8. 9 节 练 习 4 中 所 用 的 相同 技巧 ， 证 明 拥塞 率 、 均 值 否 吐 量 和 丢失 率 都 是 
依赖 于 仅 由 均值 确定 的 流 时 长 分 布 的 性 能 指标 。 

3. 接纳 控制 

考虑 9. 3 市 的 模型 ， 其 中 活路 流 数 受 限于 某 个 值 n > m。 这 个 系统 对 应 哪 种 队 
列 ? 给 出 阻塞 率 和 拥塞 率 。 为 均值 吞吐 量 找 出 一 个 类 似 式 (9-3) 的 公式 。 式 
(9-5) 仍然 成 立 吗 ? 

4. 静音 消除 

考虑 了 上 的 话音 (IP 电话 ) 业务 量 ， 它 使 用 这 样 的 一 种 编码 方案 ， 当 源 活 路 
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时 具有 单位 恒定 比特 率 ， 其 他 情况 为 零 比 特 率 (不 发 出 报 文 )。 假 定 活跃 期 和 静音 
期 分 别 具 有 参数 为 和 w 的 指数 时 长 。 男 外 ， 在 每 个 活跃 期 后 交谈 以 概率 p 结 
否则 ， 在 一 个 静音 期 之 后 开始 一 个 新 的 活跃 期 。 

计算 在 一 个 交谈 期 间 的 均值 用 户 讲话 时 间 o。 假 定 流 依据 强度 为 A 的 一 个 泊 松 
过 程 到 达 ， 证 明 活 跃 流 数量 具有 参数 为 a = Ao 的 一 个 泊 松 分 布 。 系 统 也 许可 表示 
为 由 两 个 无 穷 服 务 员 队列 组 成 的 一 个 Jackson 网 络 ( 见 7.8 节 的 练习 7) 。 就 网 络 分 
析 (dimensioning) 而 言 ， 结 论 是 什么 ? 

5. 多 速率 模型 

考虑 9.7 节 的 多 速率 模型 。 假 定 在 任意 状态 x， 所 有 流 都 有 相同 的 报 文 丢失 
率 ， 由 (x.r -0C)/Ax.r 给 定 。 计 算 在 状态 x 中 一 个 类 i 流 的 吞吐 量 。 已 知 一 个 类 i 活 
跃 流 看 到 的 状态 x 的 静态 概率 ,正比 于 xir(x) (这 是 6.10 节 所 给 结果 的 一 个 扩 
展 ) ， 计 算 类 ; 流 的 均值 吞吐 量 y, 和 丢失 率 L。 证 明 关 系 L =1 -yxr， 这 是 式 
(9-5) 的 广义 化 扩展 。 

6. VBR 视频 

考虑 一 种 编码 方案 ， 它 以 NN 种 不 同 速率 (以 7,，…, ry 表示 ) 发 出 报 文 。 假 
定 一 个 视频 在 参数 为 多 的 一 个 指数 时 长 内 以 速率 7; 编码 ， 接 着 以 概率 p; 以 速率 7 
编码 ， 得 到 概率 p, = 1 - 站，,p; 。 每 个 视频 开始 时 以 速率 7, 编码 的 概率 为 qi。 使 
用 7.1 节 给 出 的 技巧 ， 计 算 在 速率 +, 时 的 均值 序列 号 。 假 定 视频 是 依据 强度 为 4 的 
一 个 泊 松 过 程 产 生 的 ， 证 明 在 速率 r，(i=1，…，,N) 处 视频 数 的 静态 分 布 是 一 个 
多 速率 模型 的 静态 分 布 。 

7. 视频 服务 器 

考虑 共享 相同 视频 服务 器 的 KK 个 用 户 。 视 频 是 在 至 多 可 传输 m 条 并 发 流 的 一 
条 链 路 上 以 CBR 加 以 传输 的 。 视 频 时 长 是 参数 为 的 指数 时 长 。 在 一 个 视频 的 末 
尾 和 下 一 个 视频 开始 之 间 ， 一 个 用 户 保持 空闲 的 时 长 为 参数 为 v 的 指数 时 长 。 并 发 
视频 流 数量 的 分 布 是 什么 ? 计算 拥塞 率 。 

8. 网 络 性 能 

考虑 图 8-15 中 的 网 络 。 各 流 有 一 个 CBR r。 依 据 容量 C 和 C, ， 以 及 业务 量 强 
度 和 ， 表 述 由 于 8. 8 节 介 绍 的 解 而 允 近 导致 的 每 个 类 的 流 丢 失 率 。 由 关系 式 
(9-$) ， 推 导 每 个 类 的 均值 流 吞 吐 量 的 一 个 近似 。 


9. 12 “习题 解答 


1. 观察 者 悖 论 
依据 式 (6-14) ， 一 个 活跃 流 看 到 的 活跃 流 的 数量 分 布 是 wr(x)/E(X)。 另 外 ， 


A 


第 9 章 实时 业务 量 115 


7 是 一 个 M/AM/w 队列 的 静态 分 布 。 那 么 一 个 活跃 流 看 到 的 拥塞 率 给 出 如 下 : 
2 


0 ECX) 


1 Qa” 
= EOD 2 ti) 


= 之 T(z) 

这 是 容量 为 (m -1) r=C-r 的 一 条 链 路 的 拥塞 率 。 

2. 不 敏感 性 

该 结果 来 自 于 这 样 的 事实 ， 即 这 些 性 能 指标 (拥塞 率 、 均 值 吞吐 量 和 丢失 率 ) 
仅 取 决 于 活跃 流 数 量 的 静态 分 布 ， 它 是 独立 于 除 均值 外 的 流 时 长 分 布 的 。 

例如 ， 考 虑 一 个 超 指 数 流 时 长 分 布 ， 每 个 流 的 时 长 有 参数 为 的 一 个 指数 分 
布 的 概率 是 m ， 有 参数 为 的 一 个 指数 分 布 的 概率 是 p,， 其 中 pi + 天 =1 和 pi 
+ps/4s = 1A4。 这 个 模型 等 价 于 两 个 并 联 的 MAM/w 队列 ， 到 达 率 分 别 为 Ap 和 
AP ， 服 务 率 分 别 为 入 ,。 这 两 个 队列 的 状态 是 具有 如 下 相应 静态 分 布 的 独立 
的 、 可 道 马尔 科 夫 过 程 : 


aa ac 
Ti (Xi) =e “一 和 s(x,) =e 一 
| x ! 

其 中 ,oo =Apiu 和 oa =ApaMnn。 


联合 过 程 的 静态 分 布 是 这 两 个 静态 分 布 的 乘积 : 


oila32 
-(al +o2) 可 Ee 


T(xX) =e 
特别 地 ,活跃 流 的 总 数 有 参数 为 a, + ao, = Au 的 一 个 泊 松 静态 分 布 ， 就 像 流 时 长 有 
参数 为 4 的 一 个 指数 分 布 一 样 。 
3. 接纳 控制 
这 等 价 于 有 到 达 率 和 和 服务 率 的 一 个 MAM/n/n 队列 。 在 a =A 亿 时， 其 静 
态 分 布 如 下 给 出 : 


2 

x! 
Vi=l ,Wn(%) 三 
| 
入 nl 


阻塞 率 B 由 爱尔兰 公式 给 出 ( 见 8.2 节 )， 如 9.4 节 那 样 得 到 拥塞 率 . 


CQ 


n 
nl 
Qa az 
1 +Qaw+ 二 十 十 一 

和 2 nl 


B=7(n) = 
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m+l 


Q 二 十 一 一 
(m+1)! nl 
? a 


G - >» T(X) 三 @ n 
X:m<XEn 1 十 Qi+ 7 十 … 十 > 
7 . 


使 用 基态 分 布 的 表达 式 ， 我 们 得 到 均值 郁 吐 量 : 
Y=7(1 -6) + (1-B)G 


其 中 ，G' 是 接纳 n -1 条 活跃 流 、 容 量 为 C -r 的 一 个 网 络 的 拥塞 率 。 式 (9-5) 仍 
然 成 立 。 

4. 静音 消除 

在 一 个 呼叫 期 间 讲话 时 段 的 数量 有 一 个 参数 为 p 的 几何 分 布 。 因 此 ,平均 讲话 
时 间 等 于 o=1/(py)。 

以 X,(t) 和 X(t) 分 别 表 示 在 时 刻 t 的 活跃 用 户 数 和 静音 用 户 数 。 该 系统 等 价 于 
由 两 个 无 穷 服务 员 队 列 组 成 的 一 个 Jackson 网 络 ， 如 图 9-12 所 示 。 应 用 7. 8 节 练 习 
7 的 结果 。 以 A, 和 A 入, 表示 业务 量 方程 的 解 : 

A, =A+A, 和 和 =(1-p)A， 


Ci 


= 二 


图 9-12 使 用 一 个 Jackson 网 络 的 活跃 时 段 和 静音 时 段 的 模型 


则 我 们 有 A,=ALp 和 A 和 ,= (1--p)A/p。 令 Qa =A,AM 和 a,=A/v， 我 们 得 到 静态 
分 布 : 


Eq Ws 
Qe ae 
一 一 (aa+as) oe ss 

T(X,,X,) =e 
X ,1X ! 


特别 地 ， 活 跃 用 户 数 有 参数 为 a, = a 的 一 个 泊 松 分 布 。 因 此 ， 网 络 分 析 ( dimensio- 
ning) 简化 为 考虑 没有 静音 时 段 的 实际 话音 业务 量 。 

5. 多 速率 模型 

在 任何 满足 x.r > C 的 状态 x 中 ,一 个 类 i 流 的 吞吐 量 正比 于 它 的 比特 率 ， 
等 于 : 


那么 我 们 得 到 类 ; 流 的 均值 吞吐 量 ; 
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类 似 地 ， 于 失 率 给 出 如 下 .: 
E(X(1 -1X r>C)) 


5 ECX) 


使 用 如 下 事实 : 


E(x.(1 -Eh > | =-E(X.) -Emin (1 


由 此 得 到 于 =1 -yy,/r,。 
6. VBR 视频 


一 个 视频 的 速率 序列 是 状态 空间 Xx = 10,…,N| 上 的 一 个 马尔 科 夫 链 ， 如 7.2 
所 介绍 的 情况 。 状 态 0 表示 空闲 状态 ， 其 他 状态 表示 编码 等 级 。 0 到 状态 
以 概率 g, 存在 一 个 转移 ， 从 状态 i 到 状态 7 以 概率 bp; 存在 一 个 转移 。 这 马尔 科 夫 


链 的 静态 分 布 是 平衡 方程 的 解 : 


- DrpArn -mp V 
一 个 视频 以 频率 7， 在 编码 级 别 处 是 活跃 的 ， 以 频率 To 为 不 活跃 的 。 在 编码 级 别 
i 处 一 个 视频 的 均值 序列 数 等 于 rr;/ro。 

活跃 视频 可 以 由 无 穷 服务 员 队 列 组 成 的 一 个 Jackson 网 络 进行 建 模 ( 见 7.8 节 
的 练习 7)。 以 A,(i=1,…,N) 表示 业务 量 方程 的 解 : 

A, = vg; + Ea 

由 于 a =Ai/， 则 在 每 个 编码 级 别处 视频 数 的 静态 分 布 满足 : 

T(x ) = 1 [To ,Va 

这 是 带 有 参数 A;, 1 和 7r，( 对 于 i=1，…， N) 的 多 速率 模型 。 


7. 视频 服务 器 
系统 等 价 于 没有 阻塞 的 Engset 模型 ( 见 8.3 节 )。 活 路 视频 数 的 静态 分 布 是 一 


个 二 项 式 : 
EE 


拥塞 率 给 出 如 下 : 
C = 过 T(x) 
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8. 网 络 性 能 
解 耦 近似 时 要 分 别 考 虑 每 条 链 路 。 在 链 路 1 和 链 路 2 上 的 丢失 率 分 别 给 出 
如 下 : 


l=1-(1-b, Ws 和 71,=1-(1-b, NG 


其 中 , b, 和 人 0 和 g, ) 是 容量 为， 和 业务 量 强度 为 a CR 
和 w +a) 的 一 条 链 路 的 阻塞 率 和 拥塞 率 ， 有 是 p, =a/C， (对 应 地 有 p，= (ai + 
oo )/C,)o 

我 们 推导 得 到 类 1 流 的 丢失 率 近 似 值 为 户 =*1-(1-0)(1-25) 以 及 类 2 流 的 
丢失 率 近 似 值 为 Ll。 使 用 式 (9-$) ， 我 们 得 到 均值 吞吐 量 的 近似 值 : y = 
r(1-L)(1-b,) 和 有 y,~r(1 -1,)。 
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最 后 ， 我 们 考虑 数据 传输 ， 例 如 电子 邮件 下 载 、 网 页 浏览 和 对 等 文件 共享 。 称 
这 样 的 业务 量 为 “弹性 的 ”， 原 因 是 它 适 应 于 可 用 带宽 ， 数 据 传输 的 时 长 取决 于 得 
到 的 吞吐 率 。 本 章 给 出 的 结果 是 分 析 (dimensioning) IP 网 络 的 关键 ,首先 因为 绝 
大 多 数 IP 业务 量 都 是 弹性 的 ， 其 次 因为 即使 存在 实时 业务 量 的 情况 下 ,将 所 有 业 
务 量 都 看 作 弹 性 的 ， 也 是 一 个 保守 〈 稳 妥 ) 的 假定 。 实 际 上 , 已 丢失 的 实时 业务 
量 的 那些 报 文 ， 典 型 情况 下 ， 不 会 被 重新 传输 ， 这 在 拥塞 的 情况 下 减少 了 网 络 的 负 
载 ; 对 于 弹性 业务 量 ， 所 有 丢失 的 报 文 都 会 被 重新 传输 ， 直 到 这 些 报 文 被 正确 接收 
(这 是 传输 控制 协议 的 职责 ) ， 从 而 使 整个 需求 最 终 都 会 被 处 理 。 


Es 二 
10.1 市 宽 共 享 


典型 情况 下 ， 弹 性 业务 量 受到 传输 控制 协议 (TCP) 的 控制 ，TCP 将 源 的 速率 
适应 拥塞 事件 ， 主 要 通过 报 文 丢失 实施 检测 这 类 事件 。 因 此 每 个 流 都 以 一 个 数据 体 
量 (volume) 来 表征 ， 而 不 是 以 时 长 来 表征 ， 数 据 体 量 取决 于 可 用 带宽 。 我 们 将 假 
定 流 是 依据 强度 为 A 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 的 ， 并 有 均值 为 e 比特 的 指数 体 量 。 如 
在 第 8 章 和 第 9 章 中 的 情况 ,得 到 的 结果 实际 上 对 于 除 均值 外 的 流 尺寸 分 布 是 不 敏 
感 的 ( 见 10. 8 节 的 练习 1) 。 我 们 以 4 = Ac 表示 业务 量 强度 ， 单 位 是 比特 / 秒 。 

在 参考 模型 中 ， 所 有 流 都 有 相同 的 峰值 
速率 +。 典型 情况 下 ， 这 对 应 于 用 户 接 入 线 
的 速度 。 在 实际 中 ， 各 流 共享 容量 为 C 的 一 
条 共同 的 回 传 (backhaul) 链 路 ， 如 图 10-1 
所 示 。 出 于 简单 性 考虑 ， 我 们 假定 ， 对 某 个 
整数 m,，C = mr。 因 此 ,一 旦 外 发 流 数 量 x 


; ed 图 10-1 用 户 们 共享 容量 为 C 的 一 条 
超过 m， 链 路 就 会 成 为 限制 因素 。TCP 的 拥 链 路 ， 用 户 的 峰 信 速 率 为 


塞 控 制 算法 典型 地 以 一 种 近似 公平 的 方式 确 
保 链 路 的 共享 。 下 面 我 们 将 假定 这 种 共享 是 完全 公平 的 ， 以 便 使 当 % > m 时 ， 每 条 
流 都 有 速率 C/x。 注 意 ， 对 于 m =1， 用 户 们 仅 受 到 回 传 链 路 的 约束 (因为 在 这 种 
情形 中 +=C)。 就 像 实时 业务 量 一 样 ， 如 图 10-2 所 示 ， 正 是 动态 带宽 共享 决定 了 用 
户 们 所 看 到 的 网 络 性 能 。 

该 模型 对 应 于 处 理 器 共享 服务 规律 下 的 一 个 MAM/m 队列 ， 它 有 到 达 率 和 和 服 
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的 否 吐 量 
Ss 
扣 


0.5 
双 
刀 


流 


时 间 /s 
图 10-2 动态 带宽 共享 (C=10, r=1) 
务 率 凡 =r/o。 没 有 拥塞 的 条 件 下 ,均值 流 时 长 等 于 1AU， 从 而 使 比值 a = AA 对 应 
于 业务 量 强 度 ， 单 位 是 爱尔兰 。 这 与 由 关系 式 4 =ar ( 见 表 10-1 所 示 的 表示 法 汇总 
表 ) 发 生 关 联 的 业务 量 (单位 是 比特 / 秒 ) 有 关 。 队 列 的 负载 如 下 给 出 : 
A 4 


Pm c 


由 6.4 节 ， 在 稳定 性 条 件 p <1 下 ， 到 达 流 XX 数量 的 静态 分 布 如 下 给 出 . 
T(x ) =7(0) 委 如 果 * 到 mm 
T(%) =7(m)p” 其 他 情况 (10-1) 
当 p=1 时 ， 系 统 是 不 稳定 的 ， 指 流 数量 趋 于 连续 增加 ， 每 条 流 的 重 吐 量 趋 于 
零 。 在 实际 中 ， 正 是 用 户 的 行为 ， 即 不 能 容忍 没有 接收 到 其 数据 的 行为 ， 使 系统 进 
入 到 一 个 平衡 点 ， 此 时 每 位 用 户 有 非常 低 的 知 吐 量 ( 见 10. 8 的 练习 7) 。 
各 种 表示 法 汇总 于 表 10-1 之 中 。 
表 10-1 主要 表示 法 


绝对 数值 ( 比特 / 秒 ) 相对 数值 (7 的 倍数 ) 
业务 量 A a 
容量 C 


在 本 章 后 面 ， 我 们 假定 稳定 性 条 件 p <1 是 得 到 满足 的 。 那 么 归 一 化 给 出 : 
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我 们 首先 计算 第 9 章 介绍 的 实时 业务 量 的 性 能 指标 (拥塞 率 、 均 值 吞 吐 量 和 丢 
失 率 ) ， 接 着 给 出 这 个 参考 模型 的 一 些 扩 展 。 


10.2 拥塞 率 
拥塞 率 被 定义 为 各 流 的 吞吐 量 受到 链 路 约束 的 概率 ， 即 ; 


G=P(X>m) 
由 式 (10-1) ， 我 们 得 到 ; 
下 PP 
G=7(m)] 
即 . 
-Ap 
0 -p+pB (0) 


其 中 ，B 表示 容量 m 和 业务 量 强度 a 的 关联 爱尔兰 损失 ， 见 式 (8-3)。 由 式 (8- 
7) ， 我 们 也 得 到 G =pQ@， 其中，0 表示 关联 的 爱尔兰 等 待 公 式 。 图 10-3 示 出 不 同 
容量 数值 时 以 链 路 负载 p 表示 的 拥塞 率 。 


100 


9 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


图 10-3 ”以 负载 表示 的 拥塞 率 (从 顶 向 下 的 顺序 是 m=1,，10，100，500) 


就 像 实时 业务 量 一 样 ， 用 户 们 看 到 的 拥塞 率 由 于 他 们 的 活动 而 出 现 偏 差 ， 对 于 
高 容量 的 链 路 ， 这 个 偏差 是 可 忽略 不 计 的 ( 见 10. 8 节 的 练习 3)。 


10.3 均值 吞吐 量 


在 公平 共享 的 假定 下 ， 在 状态 x 中 每 个 流 得 到 一 个 速率 ， 它 等 于 : 
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min 包 1 
一 个 活跃 流 看 到 的 到 达 流 数量 (包括 该 活跃 流 ) 的 分 布 ， 等 于 初始 分 布 7 与 
流 数量 的 乘积 倍数 ( 见 6.10 节 )， 即 : zr” (x) <x7r (x)。 我 们 推导 得 到 一 个 活跃 
流 的 均值 吞吐 量 : 


[GC 

min[—, rjxm(x 
J eae 之 = ( ) (x) 

x>1 % 之 xTr(z) 
m)) (103) 
由 守恒 律 ( 见 6.5 节 )， 在 链 路 入 口 的 业务 量 一 定 等 于 链 路 出 口 的 业务 量 。 因 为 在 
状态 x 中 出 口 速率 等 于 min (xr，C) ， 我 们 得 到 : 

A=rE(min(X, m)) 


因此 ， 我 们 有 : 


4 
使 用 式 〈10-1) ， 最 后 我 们 得 到 : 
_._p(ll-p)m _ 
eR (10-5) 


评述 10. 1 一 (均值 流 时 长 )。 由 式 (10-4) 和 利 陶 公 式 ， 均值 天 吐 量 也 可 解释 为 均 
值 流 尺寸 与 均值 流 时 长 的 比值 。 

图 10-4 给 出 不 同 容 量 数值 和 一 个 单位 峰值 速率 + =1 下 ， 以 链 路 负载 p 表示 的 
均值 吞吐 量 y。 注 意 对 于 m = 1， 均值 奉 吐 量 等 于 1 -p， 因 此 在 负载 方面 是 线性 的 ; 
对 于 m =500， 均 值 大 吐 量 非常 接近 于 峰值 速率 ， 即 使 在 高 负载 下 也 是 如 此 。 


均值 吞吐 量 


负载 
图 10-4 以 负载 表示 的 均值 吞吐 量 (从 底 向 上 的 顺序 是 m=1,，10，100，500) 
可 由 不 等 式 G<p (回忆 一 下 G=p0， 其 中 0 是 关联 的 爱尔兰 等 待 公式 ) ， 推 导 
得 到 一 个 简单 的 界限 ， 满 足 : 


a 
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(1 -p)m 
ee ne 
YTI+4( -pm 


例如 ， 如 果 m =100， 只 要 负载 p 小 于 0.9， 则 均值 吞吐 量 和 峰值 速率 的 比值 y/r 就 
大 于 0.9。 这 个 界限 说 明了 量 方面 的 经 济 效应 (scale economies) : 在 恒定 负载 下 ， 
当 容 量 m 增加 时 ， 均 值 吞 吐 量 逼近 峰值 速率 。 


(10-6) 


10.4 丢失 率 


像 实时 业务 量 一 样 ， 存 在 * 条 流 时 ， 我 们 假定 在 链 路 入 口 处 总 的 流速 率 等 于 
xr。 因 此 ， 我 们 忽略 由 于 TCP 倾向 于 减少 丢失 率 所 导致 的 流 自 适 应 特征 。 在 这 个 保 
守 假 定 下 ， 如 9.6 节 一 样 ， 我 们 得 到 : 

2 Le — C)T(Y) 
> XTT(X) es 


_ E((X-m)| (X>m)) 
ECX) 


L = 


同样 ， 可 写 为 : 
E((X-m)l(X>m)) =E(X) -E(min(X, m)) 
我 们 从 式 (10-3) 推导 得 到 丢失 率 和 均值 吞吐 量 之 间 的 如 下 关系 : 


LT (10-8) 
由 式 (10-5)， 我 们 得 到 . 
G 
“Grp -pm 0 


结果 如 图 10-5 所 示 。 我 们 同样 可 使 用 不 等 式 G<p 得 到 如 下 简单 的 界限 : 


100 事 


0.4 
负载 
网 10-5 以 负载 表示 的 丢失 率 (从 底 向 上 的 顺序 是 m=1，10，100，500) 
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1 


10.5 多 速率 模型 


最 后 ， 我 们 给 出 迄今 为 止 所 研究 参考 模型 的 一 些 扩展 模型 。 我 们 首先 给 出 多 速 
率 模型 。 具 体 而 言 ， 我 们 考虑 N 个 类 的 流 ， 类 i 的 流 有 峰值 速率 比特 / 秒 。 类 ; 
流 依据 强度 为 A, 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 有 均值 为 e, 的 指数 体 量 (事实 上 ， 结 果 
对 除 均值 外 的 这 种 分 布 是 不 敏感 的 )。 类 i 流 的 业务 量 强度 (单位 是 比特 / 秒 ) 
等 于 : 


A,=A,o., 
不 存在 拥塞 的 情况 下 ， 类 i 流 具 有 参数 为 =r/o 的 指数 时 长 。 我 们 以 a = 
AM; 表示 关联 的 业务 量 强度 (单位 是 爱尔兰 ) ， 通 过 关系 式 4A, = air; 而 与 单位 为 比 
特 / 秒 的 业务 量 强度 关联 。 以 比特 / 秒 为 单位 的 总 业务 量 强度 如 下 给 出 : 


4= 74 
我 们 寻求 计算 由 容量 为 C 比特 / 秒 的 一 条 链 路 之 公平 共享 所 得 到 的 性 能 指标 。 链 路 
负载 如 下 给 出 : 


_4 
Prog 
令 ;为 类 i 流 的 数量 。 我们 以 x 和 表示 向量 (xz ，…，xw) 和 (ni， 
Pe a dh 队列 ， 这 些 队 列 的 服务 率 取决 于 全 局 系统 状态 x。 令 
mi (x) 为 类 i 流 的 总 速率 ， 以 峰值 速率 单位 数 7, 表示 。 状 态 * 中 相应 队列 的 服务 
0 
2 ) = 如 果 *.r 和 C 


> (x) = C 其 他 情况 (10-11) 
第 一 个 等 式 表示 ， 在 没有 拥塞 的 情况 下 ， ja 充 达 到 它 的 峰值 速率 ; ee 
示 ， 存 在 拥塞 的 情况 下 (假定 所 考虑 的 带宽 共享 是 完美 高 效 的 ) ， 流 的 总 速率 等 于 


链 路 容量 。 
为 了 使 模型 可 解 ， 我 们 寻求 一 种 共享 策略 ， 由 此 这 些 队 列 形成 一 个 Whittle 网 
络 。 我 们 如 下 定义 函数 @(x) : 


1 


xi ly! 


去 Ye。) ”其 他 情况 
i:xi 宇 1 


如 果 x.r 过 C 


G(x*) = (10-12 ) 
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我 们 由 式 (7-15) 验证 关联 的 服务 率 满足 约束 式 (10-11) 和 Whittle 网 络 的 平衡 条 
件 式 (7-13)。 特 别 地 ， 我们 由 式 (7-14) 推导 得 到 每 个 类 流 数量 的 静态 分 布 : 


xi 
Ql "Oy 


7(0) 如 果 x.r 碾 C 
T(x) = wi ly! (10-13) 


-2 Aim (x — ei) 其 他 情况 
如 在 参考 模型 中 一 样 ， 可 得 到 各 种 性 能 指标 。 特 别 地 ， 拥 塞 率 是 x.r > C 的 概 
率 ; 由 类 i 流 得 到 的 拥塞 率 如 下 给 出 : 
6; = A) EOE EO (10-14) 
之 xm (x) E(X,) 
图 10-6 给 出 N=4, C=100, r= (1, 5，10，30) 以 及 以 比特 / 秒 为 单位 的 一 个 同 
态 业 务 量 分 布 ( 即 4 =4 =4, =4,) 时 ， 以 链 路 负载 p 表示 的 相应 结 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


负载 


图 10-6 在 一 个 多 速率 的 系统 中 不 同类 的 流 看 到 的 拥塞 率 
(C=100， 从 底 向 上 7 的 顺序 是 r= (1, 5, 10,30)) 


因为 在 状态 x 中 类 i 的 总 速率 等 于 m,(x)r,， 所 以 类 i 流 的 均值 否 吐 量 如 下 
给 出 : 


dd 


x:xi 宇 1 > ECm,(X)r.) 
7i = " 到 1 (10-15) 
> iT(X) E(X.,) 
即 ， 由 守恒 定律 ， 得 : 
4 
和 (10-16) 


假定 在 链 路 入 口 处 每 个 流 以 其 峰值 速率 传输 ， 则 我 们 得 到 类 i 流 的 丢失 率 : 
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Pm) im) EC - m(X)) 


xirir (x) | E(X,) 
使 用 式 〈10-15) ， 我 们 推导 得 到 如 下 关系 式 : 


万 =1- 


Yi 


10.6 递归 公式 


Kaufman-Roberts 公式 (8-10) 可 扩展 到 弹性 业务 量 ,， 使 用 容量 m = CL/r。 和 峰 
值 速率 ce =r /ro ，…， cw =rwr (对 某 个 共同 的 比特 率 单 位 m >0 而 言 ) 的 归 一 化 


整数 值 。 对 于 所 有 n=0,1，…,m, 令 : 
fln) = 光 i 


并 且 : 


注意 ， 拥 塞 率 如 下 给 出 : 


在 三 _ 
f(0) +f(1) + +flm) +f 


由 Kaufman-Roberts 公式 (8-10)， 可 得 到 f (1)，…, f (m) 的 值 。 男 外 ,我 


们 由 式 〈10-13) ， 有 : 


ll 
a 
iiM:- 
| 全 
本 
Les] 


如 果 x gg N"， 还 有 惯例 条 件 (x pe =0。 en 导 得 到 ， 


满足 : 


(10-18) 
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考虑 类 i 流 看 到 的 网 络 状态 ， 对 于 所 有 n=1，…,，m, 令 : 


a ow 
日 有 : 

XiT (xX) 

0 


注意 类 i 流 的 拥塞 率 式 (10-14) 如 下 给 出 : 
C = 8i 
gi(0) +g(1) + +g(m) +g; 
而 它们 的 均值 吞吐 量 式 (10-16) 给 出 如 下 : 
AAO HD te tfm) + 
' “gi(0) +g(1) +*** +gi(m) +g; 
对 于 所 有 n=1，…，m， 我 们 有 : 


(10-19) 


(10-20) 


Qa! (oy 
gi(n) = 下 Qf(n -ce,) 
且 由 式 (10-13): 


我 们 推导 得 到 : 


A Che, 
E i TO 了 
B= GAS+I+ 2 oA (1021) 
满足 : 


10.7 ”网络 模型 


和 实时 业务 量 一 样 ， 无 论 网 络 规模 多 大 ， 我 们 都 可 以 估计 多 个 资源 同时 共享 的 
影响 ， 并 使 用 解 耘 近似 来 计算 产生 的 〈resulting) 性 能 指标 。 针 对 图 8-15 网 络 中 类 
1 流 看 到 的 拥塞 率 ， 在 图 10-7 中 给 出 近似 的 质量 ， 其 中 两 个 类 的 流 都 有 相同 的 业务 
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量 强度 。 针 对 一 个 产生 Whittle 网 络 的 共享 策略 ， 例 如 多 速率 模型 ， 可 计算 得 到 准 
确 数值 。 


负载 
图 10-7 图 8-15 网 络 中 类 1 流 的 拥塞 率 


(从 顶 向 下 Ci 的 顺序 是 Cl =1，10，100，250，C。 =2C) ) 


10.8 ”本章 习题 


1. 不 敏感 性 

如 8.9 节 练 习 4 一样 ,证明 拥 塞 紊 、 均 值 知 叶 量 和 丢失 率 对 除 均值 外 的 流 尺寸 
分 布 是 不 敏感 的 。 

2. 拥塞 率 

使 用 式 〈10-2) ， 证 明 拥 塞 率 小 于 或 等 于 广 。 在 哪 种 情形 中 会 出 现 等 式 ? 

3. 用 户 们 看 到 的 拥塞 率 

使 用 6. 10 节 的 结果 ， 证 明 用 户 们 看 到 的 拥塞 率 如 下 : 

Cr ECXI(X>m)) 

E(X) 

应 用 守恒 律 ， 证 明 
E(XI(X<m))=(p-Om 

推导 表达 式 : 


1l+(1 -pm 
SO 
对 于 恒定 负载 p 下 , 计算 m=1 和 mm 一 o 的 比值 6'/6。 
4. IP 链 路 分 析 (dimensioning) 
我 们 考虑 连接 天 个 用 户 的 一 条 150M 比特 / 秒 的 全 链 路 。 给 定 每 个 用 户 平均 产 
生 100k 比特 / 秒 和 峰值 速率 为 10M 比特 / 秒 下 ， 计 算 目 标 拥 塞 率 为 1% 时 , 天 的 最 
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大 值 。 我 们 假定 所 有 流 都 是 弹性 的 ， 并 依据 一 个 泊 松 过 程 到 达 。 

5. 接纳 控制 

我 们 考虑 10. 1 节 中 的 模型 ， 其 中 到 达 流 数量 受 限于 某 个 最 大 值 n>m。 对 应 的 
队列 是 什么 队列 ? 给 出 流 的 阻塞 率 及 其 均值 吞吐 量 。 证 明 这 个 均值 吞吐 量 等 于 均值 
流 尺寸 与 均值 流 时 长 的 比值 ( 见 评 述 10. 1) 。 

6. 接 入 链 路 

我 们 考虑 天 个 用 户 ， 他 们 共享 到 因特网 的 一 条 接 人 链 路 。 每 个 用 户 产 生 均 值 
为 o 的 指数 尺寸 的 弹性 流 序列 ; 在 一 个 流 结束 和 下 一 条 流 开 始 之 间 ， 在 参数 为 v 的 
一 个 指数 时 长 期 间 用 户 保持 空闲。 我 们 假定 各 条 流 仅 受 到 接 人 链 路 容量 C 的 约束 。 
计算 拥塞 率 和 均值 吞吐 量 。 

7. 焦躁 (impatience) 现象 

我 们 考虑 这 样 的 参考 模型 ， 其 中 如 果 数 据 传 递 不 能 足够 快 地 完成 ， 每 个 用 户 就 
可 能 放弃 数据 传递 。 特 别 地 ， 每 个 用 户 的 耐心 是 参数 为 v 的 一 个 指数 时 长 。 给 出 描 
述 时 刻 * 的 到 达 流 数量 的 马尔 科 夫 过 程 X(D) 的 静态 度量 。 给 出 稳定 性 条 件 。 计 算 被 
放弃 流 的 比例 和 均值 吞吐 量 。 

8. 26G 无 线 接 入 

GPRS 和 EDGE 技术 使 用 最 初 专用 于 语音 的 时 间 槽 ， 进 行 数据 传递 。 每 台 移 动 
设备 可 同时 使 用 多 达 4 个 时 槽 。 我 们 考虑 8 个 时 槽 ， 专 用 于 GPRS。 存 在 两 个 以 上 
的 移动 设备 时 ， 这 些 时 槽 由 移动 设备 公平 共享 。 针 对 业务 量 强 度 40k 比特 / 秒 ， 计 
算 一 台 移 动 设备 的 均值 天 叶 量 。 假 定 每 个 时 槽 提供 的 数据 速率 为 10k 比特 / 秒 。 

9. 3G + 无 线 接 入 

3G + 无线 接 和 人 技术 基于 无 线 电 资源 的 时 间 共 享 。 在 轮 询 调度 下 ， 这 种 共享 是 
完美 公平 的 。 因 此 ， 在 蜂 窗 内 存在 半 台 移动 设备 的 情况 下 ， 每 台 移 动 设 备 的 吞吐 量 
等 于 其 物理 速率 除 以 n。 我 们 考虑 蜂窝 内 的 两 个 典型 位 置 ， 在 位 置 1 处 ,物理 速率 等 
于 C=1M 比特 / 秒 ; 在 位 置 2 处 ,物理 速率 等 于 C, =2M 比特 / 秒 。 弹 性 流 分 别 以 相 
应 强度 和, 入, 的 泊 松 过 程 到 达 位 置 1 和 位 置 2; 流 尺寸 是 均值 为 o 的 指数 长 度 。 

证 明 系 统 对 应 于 一 个 Whittle 网 络 ( 见 7.6 节 )。 推 导 静 态 分 布 。 我 们 将 负载 p 
定义 为 基站 活跃 所 占 的 时 间 比 例 。 计 算 p， 并 证 明 稳定 性 条 件 由 p <1 给 出 。 计 算 以 
p 表示 的 位 置 1 和 位 置 2 处 流 的 均值 咎 吐 量 。 针 对 和 = 和 A, =0.5 流 / 秒 和 er = 100kB ， 
计算 可 得 到 的 均值 吞吐 量 值 。 


10.9 习题 解答 


1. 不 敏感 性 
由 各 种 性 能 指标 〈 拥 塞 率 、 均 值 吞 吐 量 和 丢失 率 ) 取决 于 到 达 流 数量 的 分 布 ， 
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而 独立 于 除 均 值 外 的 流 尺寸 分 布 ， 可 得 到 所 需 结 
像 第 8 章 的 练习 4 和 第 9 章 的 练习 2 中 一 样 ， 我 们 考虑 一 个 超 指数 流 尺寸 分 
布 每 个 流 的 尺寸 有 均值 为 o, 的 一 个 指数 分 布 的 概率 是 p,， 有 均值 为 o, 的 一 个 指 
数 分 布 的 概率 是 p,， 满 足 p, +p, =1 和 Po +po =0。 该 模型 对 应 于 并 联 的 两 个 
M/AMA… 队列 ， 相 应 的 到 达 率 为 Ap, 、APp ， 服 务 率 为 Wimi (x)、pms (x)， 满 足 
WW =rol，ov =ro， 以 及 : 
on = 1 (XY) =%, bo +%, mm 


mi(z) = 汪 其 他 情况 


这 些 队 列 通过 它们 的 服务 率 耦 合 在 一 起 。 我 们 验证 满足 平衡 方程 (7.13) ， 所 
以 系统 对 应 于 一 个 Whittle 网 络 。 由 式 (7-14) ， 关 联 的 静态 度量 给 出 如 下 : 
TT(XY) =7(0) D(x) a a 
其 中 ，a =A ，o = 和 As ， 以 及 : 


mm ms (% ) =- 


B(x) = 


1 
i 如 果 xxi +x, 万 m 
Xi wa! 


MX1 十 %2 1 
D(x) = | 后 二 二 其 他 情况 
特别 地 ， 活 跃 流 总 数 的 静态 分 布 由 式 (10-1) 给 出 ， 其 中 , a =a +o 和 p= am， 
因此 与 针对 均值 为 e 的 一 个 指数 流 尺寸 分 布 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 

2. 拥塞 率 

由 式 (10-2) ， 在 恒定 负载 p 下 ,B 是 增长 的 。 因 为 在 恒定 负载 下 ，B 是 随 容 
量 增加 而 减少 的 ( 见 8.2 节 )， 当 容量 m 等 于 1 时, B 和 C 都 是 最 大 的 。 在 这 种 情 
形 中 , B=p/ (1+p) 和 G =p?。 

3. 用 户 们 看 到 的 拥塞 率 

令 7 为 在 稳定 状态 中 一 个 观察 者 看 到 的 用 户 数 的 分 布 。 依 据 6. 10 节 ， 我 们 有 
7T'(X) ccx7Tr(xz)。 另 外 , C' = > (x) 。 在 归 一 化 之 后 ， 我 们 得 到 : 
2 Tx) RRL CY Sm)) 

E(X) 一 E(X) 
应 用 守恒 定律 〈6-7) ， 我 们 得 到 : 

之 xTr(z) tm Yn) = pm 

我 们 推导 得 到 ECXI(X<m)) = (p- GC)m。 由 静态 :分布 式 (10-1)， 我 们 有 : 


+All -Pm 
1-p 


C” = 


E(X) = 


从 而 : 
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1+(1-p)m 
G+p(1 -pm 
特别 地 , 对 于 m=1, G6/G=(2-p)/p; 当 mw 时 ,G6'/G>1/p。 

4. IP 链 路 分 析 

这 是 参考 模型 到 业务 量 强度 4 =K x 100k 比特 / 秒 、 容 量 C =150M 比特 / 秒 和 容 
量 与 峰值 速率 比值 m = 15 的 一 次 应 用 。 由 式 (10-2) ， 对 于 目标 拥塞 率 为 1% 的 情 
况 ， 我 们 可 至 多 连接 795 个 用 户 ， 那 么 关联 的 负载 等 于 53% 。 

5. 接纳 控制 

这 是 一 个 M/AM/m/n 队列 。 静 态 分 布 如 下 给 出 ; 


C =C 


a =7(0)., > 


T(x) =7(m)p"*“"， 对 于 x=m,…,n 
由 PASTA 性质， 阻塞 率 是 有 =(z) 。 一 个 被 接纳 流 的 均值 咎 吐 量 如 下 给 出 : 
i 
， 之 ,imin( 过 ,7)x7(x) _ ,BE(min(X, m)) 
5 xz(z) BY) 
由 守恒 律 ( 见 式 (6-8) ) ， 被 接纳 业务 量 等 于 链 路 出 口 处 的 业务 量 ， 从 而 4(1 -B) = 
二 (min(X, m) ) 。 我 们 得 到 


_A(1-8) 
E(X) 
在 被 接纳 流 的 到 达 率 等 于 入 (1 -8B) 时 ， 由 利 陶 公 式 得 到 ,均值 吞吐 量 是 均值 流 
尺寸 与 均值 流 时 长 的 比值 。 
6. 接 入 链 路 
令 X (1) 是 时 刻 t 时 的 活跃 用 户 数 。 这 是 一 个 马尔 科 夫 过 程 ， 其 转移 图 如 下 ， 
有 w=C/o: 


Kv (K— Dv (K-22)v 了 


几 内 几 几 

这 是 一 个 生 灭 过 程 ， 其 静态 分 布 如 下 : 

T(xX) -7(0)TR Vx=1，…， 天 
满足 8 =wM。 只 要 至 少 有 两 个 用 户 是 活跃 的 ， 各 流 就 达 不 到 他 们 的 峰值 速率 。 
此 ， 拥 塞 率 由 G=1 -7(0) -7(1) 给 出 ， 即 . 
_ K(K-1)B +:+K! B* 
1+KB+K(K-1)B +:…+K! B* 

和 在 6. 10 节 中 一 样 ， 我 们 得 到 均值 吞吐 量 : 
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x CC 
| 之 .了 sr(x) _ 7( 
三 Ear) E(X) 


即 : 
1+(K-1)B+…+(K-1)! 8 


y=] +2(K-1)B+3(K-1)(K-2)B +:… +K! BE 
7. 焦躁 现象 
我 们 得 到 如 下 转移 图 : 
A pl > 1 
Te A 
el 24+ 9) m(K+v) mu+(m+1)v mu+(m+2)v 


这 是 一 个 生 灭 过 程 ， 甚 静态 度量 如 下 : 


0) 二 (i) 如 果 <m 
r(z) = , 
7(m) [志和 襄 。 其 他 情况 


度量 有 一 个 有 限 和 ， 所 以 马尔 科 夫 过 程 X (1) 是 稳定 的 。 现 在 我 们 以 7 表示 天 


态 分 布 。 依据 5. 11 节 ， 被 放弃 流 所 占 比例 如 下 : 
2 n(x) 
2 Ts) 


f= 
t 中 : 


Y 


MX) =min(x, mK + Xv 


由 守恒 律 ， 我 们 得 到 : 


/=AE(X) 


流 的 均值 吞吐 量 如 下 : 
由 守恒 律 ， 我 们 有 : 
ME(min(X, m)) =A(1-f) 和 vE(X) =Af 
从 而 : 
,21 -/) 
Wf 


8. 2G 无 线 接 入 


这 是 在 C =80k 比特 / 秒 ，r =40k 比特 / 秒 ，m =2 和 a =1 条 件 下 ， 参 考 模型 的 


A 
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一 个 直接 应 用 。 我 们 推导 得 到 p = 1/2。 在 这 种 情形 中 ， 爱 尔 兰 公式 给 出 B = 1/5。 
应 用 式 (10-2) ， 我 们 得 到 G = 1/6。 最 后 ， 应 用 式 (10-5)， 我 们 得 到 y = 10k 比特 
/ 秒 。 

9. 3G + 无 线 接 入 

我 们 以 x 表示 蜂 窜 中 每 个 位 置 处 移动 设备 数 的 向 量 。 对 于 所 有 wx 头 0， 我 们 定义 
如 下 服务 容量 : 


1 


7 (XY) = (C， 


MX1 十 %o 
m,(%) =C, wi + 
这 些 满足 平衡 方程 (7-13)， 所 以 网 络 是 一 个 Whittle 网 络 。 我 们 定义 p, = AoZC，， 
ps =A0/C, 和 p =p +p。 任 意 静态 度量 7 满足 : 


X1 十 X2 | 。 康 
TT(X) cc 1D2 
X1 


在 所 有 状态 x* 上 求 和 和 ， 使 x, +x%, 为 常数 ， 我 们 验证 系统 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 p <1。 


那么 静态 分 布 7 如 下 : 
1 十 %o2 
T(x)=(1 -| pie 


寺 别 地 ， 用 户 总 数 有 参数 为 1 -p 的 一 个 几何 分 布 ， 基 站 为 活路 的 时 间 所 占 比 例 实 
际 上 等 于 p。 

如 在 6. 10 节 一 样 ， 在 位 置 i 一 个 移动 设备 看 到 的 静态 分 布 满足 7'(x) ccxiT(xz)。 
我 们 推导 得 到 : 


之 ,7(z) x ee 
Yi Ci E(X,) 
MX 十 May 一 工 
| a Jore: 
= Ci(1 -p)p 
_ CPi 
~ E(X,) 
男 外 : 
E(X,) 


所 以 得 到 y = (1 -p) C1。 类 似 地 , 我 们 有 yy, = (1 -p) C,。 采 用 给 出 的 数值 ， 
我 们 得 到 p, =0.4 和 p, =0.2， 即 p=0.6，w, =0.4M 比特 / 秒 和 ~y, =0.8M 比特 / 秒 。 
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最 后 ， 我 们 给 出 将 前 面 各 章 的 结果 应 用 到 网 络 和 计算 机 系统 工程 问题 的 情况 。 
这 些 例 子 形象 地 展示 了 所 给 工具 的 力量 (strength) 和 限制 ， 一 些 问题 没有 简单 的 
分 析 解 。 我 们 指出 ， 所 用 模型 的 多 样 性 是 前 面 各 章 所 介绍 的 通用 模型 的 变种 。 


11.1 JP 接 入 网 络 


我 们 首先 考虑 容量 为 C 比特 / 秒 的 一 条 IP 接 入 链 路 。 给 定 每 用 户 目标 均值 吞吐 
量 的 某 个 值 (以 y 表示 ) ， 我 们 寻找 可 通过 这 条 链 路 连接 到 因特网 的 最 大 用 户 数 
K。 每 个 用 户 有 相同 的 峰值 速率 r>， 这 是 由 服务 提供 商 确定 的 。 我 们 假定 对 于 某 个 
整数 m，C = mr。 我 们 以 a 表示 每 用 户 的 均值 业务 量 强度 ， 定 义 为 在 没有 所 考虑 接 
入 链 路 约束 条 件 下 ， 它 将 产生 的 业务 量 。 总 的 业务 量 强度 是 4 = Ka。 

对 于 数值 应 用 〈 计 算 ) ， 我 们 考虑 容量 为 C = 100M 比特 / 秒 的 一 条 链 路 。 峰 值 
速率 是 r+=1M 比特 / 秒 ， 每 用 户 的 业务 量 强度 是 c =200k 比特 / 秒 。 我 们 将 目标 均值 
吞吐 量 设 定 为 y”=400k 比特 / 秒 ， 或 900k 比特 / 秒 。 

我 们 假定 弹性 业务 量 是 在 到 达 流 之 间 完 全 公平 共享 的 。 链 路 负载 是 所 提供 业务 
量 强度 与 容量 的 比值 ， 即 : 


一 


_4A 
-CC 


11. 1.1 泊 松 到 达 


第 一 种 方法 是 由 假定 泊 松 流 到 达 组 成 的 。 那 么 要 使 系统 稳定 ， 我 们 必须 使 p < 
1。 由 式 〈10-5) ， 每 用 户 均 值 吞 吐 量 如 下 : 
PCL -p)m 
G+p(1l -p)m 
其 中 ，G 表示 关联 的 拥塞 率 。 只 要 m 足够 大 (例如 mm 三 100)， 甚 至 在 高 负载 下 ， 
这 个 均值 甜 吐 量 也 接近 于 峰值 速率 ， 如 图 10-4 所 示 。 由 式 (10-6)， 我 们 实际 
上 有 : 


y=7 


(1 -p)m 
三 一 一 一 一 一 一 一 一 
YETI+4(I -pm 
从 而 只 要 p<1 -一 一 一 , 就 有 yy”。 


m(r-y’) 
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对 于 所 提 到 的 数值 型 数值 ， 对 应 的 最 大 负载 接近 于 1。 因 此， 用 户 的 最 大 数量 
实际 上 由 稳定 性 限制 p<1 决定 ， 即 : 
天 < 上 上 =300 


11.1.2 有限 总 体 

另 一 种 方法 由 使 用 一 个 Engset 型 的 模型 组 成 ， 其 中 每 个 用 户 有 活跃 时 段 和 空 
闲 时 段 。 这 个 模型 给 出 用 户 最 大 数 的 更 准确 的 结果 。 像 Engset 模型 ( 见 8.3 节 ) 
一 样 ， 新 流 的 到 达 率 随 拥塞 增加 而 减少 ， 原 因 是 在 这 种 情形 中 大 量 用 户 已 经 处 于 活 
跃 状 态 ， 因 此 性 能 得 以 改善 ， 对 于 相同 的 每 用 户 目 标 均值 吞吐 量 ， 可 连接 大 量 
用 户 。 

出 于 简单 性 考虑 ， 我 们 假定 ， 每 个 活动 时 段 对 应 于 单一 数据 流 的 传递 。 空 闲 时 
段 有 参数 为 v 的 指数 时 长 S86， 数 据 流 有 均值 为 o 的 指数 尺寸 8 。 这 是 10. 8 节 练 习 6 
的 模型 ， 其 中 考虑 到 峰值 速率 。 

令 凡 =ro 和 有 =wu。 对 于 一 次 传递 结束 和 下 一 次 传递 开始 之 间 的 一 个 均值 时 
长 1/v， 由 每 个 用 户 产生 的 业务 量 如 下 : 

PE (C11) 


活跃 用 户 数 可 由 一 个 马尔 科 夫 过 程 来 描述 ， 其 转移 图 如 图 11-1 所 示 。 我 们 得 到 如 
下 静态 分 布 : 


Kv (K-11)v (K-m+ 1)v (K-—-m)v 7 
SE NE 
4 24 mk mu mk 


图 11-1 描述 活路 用户 数 的 过 程 的 转移 图 


7(0) (je 如 果 x 科 mm 


a 0 
(mn) 和 于 ( 太 ] ” 其 他 情况 


由 式 (10-3) ， 均 值 吞 吐 量 如 下 : 
,Elmin(X, m)) 
E(X) 


A 


名 ”由 不 敏感 性 质 ， 实 际 上 结果 仅 通 过 均值 依赖 于 这 些 随机 变量 ， 见 第 10 章 。 
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对 于 目标 吞吐 量 y”=400k 比特 / 秒 和 900k 比特 / 秒 ， 用 户 数 天 相应 地 不 能 超过 650 
和 500。 


11.1.3 近似 


相 比 于 峰值 速率 ， 当 目标 均值 吞吐 量 相对 较 低 时 ， 实 际 上 我 们 可 假定 系统 处 于 
永久 拥塞 状态 ， 且 实际 业务 量 接近 容量 。 因 为 流 均 值 时 长 等 于 ov《y ( 见 10.3 节 )， 
则 每 用 户 实际 业务 量 如 下 : 


D vw DD 
由 式 (11-1) ， 我 们 得 到 提供 业务 量 a、 实 际 业 务 量 5»、 峰 值 速率 + 和 均值 生 吐 量 7 
之 间 的 如 下 简单 关系 : 


= 二 + (112) 


对 于 所 提 到 的 数值 型 数值 ， 使 用 近似 式 C= Kb， 针 对 目标 均值 大 吐 量 y”= 
400k 比特 / 秒 和 900k 比特 / 秒 ， 我 们 得 到 的 用 户 数 最 大 值 分 别 是 650 和 511。 我们 
得 出 结论 ， 由 于 低 的 目标 均值 吞吐 量 ， 在 第 一 种 情形 中 ， 近 似 是 准 确 的 。 


11.2 2G 移动 网 络 


考虑 2G 移动 网 络 的 一 个 基站 ， 它 服务 话音 (移动 通信 全 球 系统 ，GSM) 和 数 
据 (GPRS 或 EDGE) 两 类 用 户 。 这 项 技术 依赖 于 无 线 电 资 源 的 某 种 时 间 - 频 率 共 享 
方法 : 每 个 基站 被 分 配 固定 数量 的 频率 子 载波 ， 每 个 子 载波 分 成 8 个 时 隙 ， 如 
图 11-2 所 示 。 


图 11-2 在 一 个 2G 蜂窝 内 一 个 频率 子 载波 的 时 间 共 享 


出 于 简单 性 考虑 ， 我 们 假定 ， 每 个 时 隙 专用 于 话音 或 数据 ， 这 就 使 我 们 使 用 第 
8 章 和 第 10 章 描述 的 相应 电路 业务 量 模 型 和 弹性 业务 量 模型 ， 可 分 别 分 析 每 种 类 
型 的 业务 量 。 事实 上 ,， 一些 时 隐 可 被 动态 地 分 配给 话音 或 数据 。 这 样 一 个 系统 的 分 
析 要 求 组 合 电路 业务 量 和 弹性 业务 量 的 一 个 更 复杂 模型 ( 见 11. 8 节 的 练习 5)。 
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11.2.1 语音 业务 量 


令 C 是 专用 于 语音 的 无 线 电容 量 ， 以 时 隙 数 表 示 。 我 们 假定 呼叫 依据 强度 为 和 
的 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 有 参数 为 多 的 指数 时 长 。 由 于 不 敏感 性 质 ， 后 一 假定 实际 
上 是 不 必要 的 ， 见 第 8 章 。 我 们 忽略 切换 的 影响 (要 了 解 这 个 问题 的 一 个 方面 ， 见 
11. 8 节 的 练习 2)。 我 们 以 a = 和 A/ 表示 业务 量 强度 ， 单 位 是 爱尔兰 。 

当 每 个 呼叫 要 求 一 个 时 隙 时 ， 基 站 至 多 可 处 理 C 个 并 发 呼叫 。 那 么 呼叫 阻塞 
率 可 由 链 路 容量 m = C 和 业务 量 强度 a 的 爱尔兰 公式 (8-3) 表示 。 因 此 ， 在 忙 小 
时 处 的 10E ( 即 平均 有 10 个 并 发 呼叫 ) ， 对 于 目标 阻塞 率 2% 的 情况 ， 我 们 需要 
C=17 个 时 隙 。 

现在 考虑 一 种 自 适 应 编码 技术 ， 它 允许 基站 通过 时 间 共 享 在 同一 时 际 上 处 理 两 
个 并 发 呼叫 。 这 种 做 法 以 语音 通信 的 质量 降低 为 代价 ， 增 加 了 蜂窝 容量 。 出 于 简单 
性 考虑 ， 我 们 假定 所 有 移动 设备 都 兼容 于 这 种 编码 技术 2， 并 在 通信 期 间 可 从 称 作 
全 速率 的 标 称 模 式 ， 切 换 到 称 作 半 速率 的 降级 模式 。 为 了 保持 呼叫 质量 ， 仅 当 需 要 
时 ( 即 当 一 个 新 的 呼叫 到 达 时 ， 所 有 时 际 都 被 占 的 情况 )， 通 信 才 被 切换 到 降级 
模式 。 

现在 呼叫 阻塞 率 由 链 路 容量 m =2C 和 业务 量 强度 a 的 爱尔兰 公式 (8-3) 给 
出 。 对 于 忙 小 时 处 的 10E， 目 标 阻 塞 率 2% 时 ， 我 们 需要 C =9 个 时 隙 。 拥 塞 率 被 定 
义 为 一 些 通 信 的 质量 出 现 降 级 的 时 间 比 例 ， 如 下 : 


2 
G= > 7T(x) 

| 

其 中 : 
CQ 
T(x) = ,xi=0,1，…,，2C 

世人 
2 (2C)! 


一 个 活跃 用 户 看 到 的 拥塞 率 6'， 可 由 项 态 分 布 乘 以 通信 到 达 的 数量 而 得 到 。 
因为 2 (x - C) 个 通信 在 状态 x 中 被 降级 ， 则 我 们 得 到 : 
了 ”2(x - C)r(z) 

5 xn) 
对 于 C=9 个 时 际 ， 所 提供 业务 量 为 10E 时 ,我们 得 到 C =54% 和 G’ =35% ， 对 于 
所 提供 业务 量 为 5E 时 ,得 到 G=3% 和 GG’ =2%。 注意 ， 在 这 种 情形 中 ， 一 个 活跃 
用 户 看 到 的 拥塞 率 要 小 于 标准 拥塞 率 。 这 是 由 于 拥塞 仅 影响 通信 的 一 个 子 集 的 事实 


C” = 


日 11.8 节 的 练习 3 考虑 了 这 种 技术 不 兼容 于 所 有 移动 设备 的 情形 。 
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导致 的 。 
11. 2.2 ”数据 业务 量 


现在 考虑 数据 业务 量 。 业 务 量 的 突 发 特征 使 3GPP 将 GPRS 和 EDGE 技术 进行 
归 一 化 处 理 ， 这 支持 比 GSM 更 灵活 地 使 用 无 线 电 时 际 。 首 先 ， 每 个 移动 设备 同时 
可 使 用 几 个 时 隙 (在 下 行 链 路 上 可 多 达 4 个 时 际 ， 在 上 行 链 路 上 可 使 用 2 个 时 隙 )。 
其 次 ,在 拥塞 情况 下 ， 移 动 设备 可 共享 无 线 电 时 隙 (典型 情况 下 ， 每 个 时 际 多 达 8 
个 移动 设备 ) 。 这 里 ,我 们 将 焦点 放 在 下 行 链 路 上 ; 对 于 上 行 链 路 ,方法 是 类 
似 的 。 

令 C 是 专用 于 数据 的 无 线 电容 量 ， 以 时 辽 数 表示 。 出 于 方便 考虑 ， 我 们 假定 C 
=4m， 其 中 m 是 一 个 正 整 数 。 用 户 依据 强度 为 人 的 一 个 泊 松 过 程 产生 数据 流 ， 流 
尺寸 是 均值 为 o 比特 的 指数 长 度 。 我 们 以 4 = Ac 表示 单位 为 比特 / 秒 的 业务 量 
强度 。 

令 xx 为 到 达 数 据 流 的 数量 。 只 要 x<m， 每 个 数据 流 可 同时 使 用 4 个 时 际 ， 并 
得 到 某 个 吞 叶 量 + (EDGE 技术 使 我 们 可 将 这 个 吞吐 量 适 应 移动 设备 的 无 线 电 状况 ; 
见 11.8 节 的 练习 4)。 当 x >m 时 ， 各 流 共享 可 用 的 时 际 ， 每 个 流 有 吞吐 量 (m/x) 
xr。 我 们 将 每 个 时 隙 的 移动 设备 数 限制 为 2， 从 而 使 流 数 x 不 会 超过 n=8m。 当 达 
到 这 个 限制 时 ， 新 到 的 流 就 被 阻塞 并 丢失 。 

我 们 寻求 为 如 下 条 件 分 析 无 线 电容 量 ( 即 寻 找 m): 所 提供 的 业务 量 为 4 = 
500k 比特 / 秒 ， 给 定 某 个 峰值 速率 >=300k 比特 / 秒 ， 目 标 均 值 吞吐 量 y”= 100k 比 
特 / 秒 和 目标 阻塞 率 ”=2%。 该 模型 对 应 于 10. 1 节 中 描述 的 模型 ， 但 具有 接纳 控 
制 ( 见 第 10 章 的 练习 5) 。 具 体 而 言 ， 系 统 是 在 处 理 器 共享 服务 规律 下 ， 负 载 为 p 
=4/ (mr) 的 一 个 MM/m/n 队列 。 

以 a =A/r 表示 单位 为 爱尔兰 的 业务 量 强度 ， 我 们 得 到 到 达 流 数量 的 静态 分 布 : 


7(0) 对 于 x=0, 1, …,m 


T(X) 
7T(m)p" ” 对 于 x=m,…,n 
由 PASTA 性 质 ， 阻塞 率 是 B=7(n)。 一 个 被 接纳 流 的 均值 大 叶 量 如 下 : 
I 之 min(r, XT (x) _ ,E(min(X, 再 
”xzr(z) E(X) 
由 守恒 律 式 (6-8) ， 被 接纳 业务 量 等 于 输出 业务 量 ， 从 而 : 
A(1 -B) =rE(min(X, m)) 


我 们 推导 得 到 : 


_4(1-B) 
~ E(X) 
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对 于 数值 型 数值 ， 吞 吐 量 约束 是 受 限 的 。 所 需 无 线 电容 量 是 立 =2， 即 C = 8 个 时 
际 。 对 于 这 个 值 ， 实 际 的 均值 吞吐 量 是 y =110k 比特 / 秒 ， 阻塞 率 是 B=1% 。 


11.3 3G 移动 网 络 


3G 移动 网 络 使 用 一 种 码 分 多 址 技术 ， 在 统一 移动 电信 系统 (UMTS) 规范 中 
作 了 描述 ， 如 图 11-3 所 示 。 每 个 用 户 请 求 具 有 一 个 恒定 吞吐 量 ， 适 应 于 业务 ( 话 
音 、 数 据 、 流 式 ) 的 一 条 虚 电 路 。 发 送 器 使 用 一 种 功率 控制 算法 ， 确 保 接收 可 用 
的 一 个 足够 的 信 品 比 。 上 行 链 路 和 下 行 链 路 是 独立 分 析 的 ， 原 因 是 由 于 频 分 双 工 
(duplex) 无 线 电 资 源 典型 情况 下 是 独立 的 。 


图 11-3 在 一 个 3G 蜂窝 中 基于 代码 的 无 线 电 资源 共享 


11. 3.1 上行 链 路 


在 上 行 链 路 中 ， 发 送 功率 是 由 移动 设备 控制 的 。 每 个 移动 设备 都 不 得 不 处 理 热 
噪声 和 由 于 在 其 蜂窝 及 邻近 蜂窝 中 的 移动 设备 产生 的 干扰 。 

首先 ， 考 虑 单一 类 型 的 业务 ,例如 ， 语音。 以 “表示 可 保障 足够 好 的 通信 质 
量 的 目标 信 噪 比 9。 令 * 为 蜂窝 中 的 活跃 移动 设备 数 。 每 个 移动 设备 都 遇 到 等 于 忆 
-P/x 的 蜂窝 内 干扰 S8， 其 中 表示 基站 接收 到 的 总 信号 功率 。 通 常 蜂窝 内 干扰 表 
示 为 总 接收 功率 P 的 一 个 常 比例 数 f。 那 么 信 品 比如 下 : 

P/x 
Yo N+P IMT+ 放 

其 中 ，N 表示 热 噪声 功率 。 在 一 个 密集 网 络 中 ， 其 中 相对 于 接收 到 的 功率 P 而 言 ， 
热 噪声 功率 N, 是 可 忽略 不 计 的 ， 则 满足 约束 条 件 y 三 y" 的 最 大 活跃 移动 设备 数 
如 下 : 


日 ”噪声 这 里 指 所 有 无 用 信号 ， 即 热 噪声 和 干扰 。 
担 ” 和 下 行 链 路 的 情况 相反 ， 蜂 窝 内 的 通信 和 是 异步 的 ， 因 此 全 部 都 是 干扰。 
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= [1 
1+f 
因此 ， 对 于 目标 信 噪 比 y”= -18dB 和 蜂窝 内 干扰 因子 f=0.6， 得 到 蜂窝 的 上 行 链 
路 容量 是 m =40 个 呼叫 。 依 据 爱尔兰 公式 ， 对 于 目标 阻塞 率 2% 的 情形 ， 蜂 窝 持续 
支持 的 业务 量 可 达 30E。 

这 种 方法 可 扩展 到 由 NN 项 服务 组 成 的 一 个 集合 ， 这 些 服 务 以 其 目标 信 噪 比 
yi ，… ,yw 表征 。 令 x,，…，xy 是 在 蜂窝 内 每 种 类 型 服务 的 活跃 移动 设备 数 。 如 
果 P 表示 基站 接收 到 的 总 功率 ，r, 表示 专用 于 服务 i 的 一 台 移 动 设备 的 功率 比 ， 则 
服务 i 的 一 台 移 动 设备 的 信 品 比 为 : 


rP 
Yi N+P(l1 -r+f) 
忽略 热 噪声 ， 约 束 条 件 y, 三 y; 满足 ， 当 上 且 仪 当 7,=r'， 其 中 ，. 


2- 1+f 

"1+1/y: 
那么 约束 条 件 对 所 有 服务 满足 ， 当 且 仅 当 : 

Dr =<l 


系统 对 应 于 8.5 节 描 述 的 多 类 爱尔兰 模型 ， 其 中 一 个 单位 链 路 容量 对 应 于 功率 资 
源 。 相 应 地 可 计算 阻塞 率 。 

例如 ， 考虑 V=2 个 服务 ， 有 目标 信 品 比 y” = -18dB 和 yy = -12dB。 对 于 一 
个 蜂窝 内 干扰 因子 f=0.6， 我 们 得 到 x* =0.025 和 六 =0.1。 如 果 服 务 1 代表 以 爱 
尔 兰 为 单位 的 业务 量 的 90% ， 则 每 个 蜂窝 可 以 服务 的 2% 阻塞 率 ， 而 持续 支持 近似 
17. 5E 的 总 业务 量 。 因 为 服务 2 要 求 四 倍 于 服务 1 的 资源 ， 则 服务 2 的 阻塞 率 受 到 
限制 。 对 于 这 个 最 大 的 业务 量 负载 ， 服 务 1 的 阻塞 率 要 远 小 于 2% 。 


11. 3.2 下行 链 路 


在 下 行 链 路 中 ， 面 向 每 个 移动 设备 的 传输 功率 受 基 站 的 控制 。 我 们 以 P 了 表示 
总 的 传输 功率 。 对 于 上 行 链 路 ， 我 们 首先 考虑 单一 服务 ， 它 以 一 个 目标 信 噪 比 y” 
表征 。 蜂 窝 被 分 割 成 具有 同 态 无 线 电 条 件 的 个 区 域 。 

以 g; 表示 区 域 i 中 基站 对 一 个 移动 设备 的 无 线 电 信道 增益 ， 以 f 表示 蜂窝 间 干 
扰 因 子 ， 给 定 条 件 是 知道 不 同 基站 干扰 该 移动 设备 的 无 线 电信 道 增益 之 和 。 以 7 
表示 区 域 i 中 特定 于 每 个 移动 设备 的 总 功率 比 r,，B 表示 蜂窝 内 干扰 因子 (如 果 同 
一 蜂窝 内 的 各 移动 设备 不 会 相互 干扰 ， 则 6 =0) ， 我 们 对 区 域 ; 的 每 个 移动 设备 ， 
得 到 信 噪 比 : 


加 riPe. 
TM +P(Be(1 -7) +f£) 
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特别 地 ， 忽 略 热 噪声 ， 区 域 i 中 的 移动 设备 满足 约束 条 件 y 三 y” ， 当 且 仪 当 7 
7 9 其 中 : 


2 _B+f/g: 

' B+rl/y” 
对 于 所 有 区 域 ， 约 束 条 件 得 以 满足 ， 当 且 仪 当 : 

Dr =<l 


其 中 ，x, ，…， ww 分 别 表示 区 域 1，…，N 中 的 活跃 移动 设备 数 。 这 个 模型 也 对 应 
于 8.5 节 中 描述 的 多 类 爱尔兰 模型 。 值 得 指出 的 是 ， 这 里 不 同 的 必 备 功率 等 级 反映 
了 蜂窝 中 无 线 电 条 件 的 异 质 性 ， 而 不 是 不 同 服务 的 异 质 性 。 实 际 上 ， 在 蜂窝 中 心 ， 
比值 f/g; 是 可 忽略 不 计 的 ， 在 蜂窝 边缘 ， 典 型 值 在 2 左右 。 使 用 目标 信 噪 比 y”= 
-18dB 和 蜂窝 内 干扰 因子 6 =0.5， 我 们 得 到 ， 区 域 i 中 心 处 的 目标 接收 功率 比 六 
小 于 0.01， 在 蜂窝 边缘 则 在 0. 04 左右 。 

如 果 假 定 在 所 有 通信 过 程 中 ,移动 设备 都 停留 在 同一 区 域内 ， 则 可 应 用 公式 
(8-9) 给 出 的 阻塞 率 。 例如， 考虑 一 个 正六 边 形 网 络 ， 其 路 径 损失 指数 等 于 3.5 
(城区 的 典型 值 ) 和 蜂窝 内 的 同 态 业 务 量 分 布 。 将 蜂窝 分 成 足够 大 量 的 区 域 ， 则 可 
由 Kaufman-Roberts 公式 (8-10) 得 到 ， 对 于 在 蜂窝 边缘 的 2% 目标 阻塞 率 ， 每 个 蜂 
窝 可 持续 支持 32E 的 业务 量 。 

结果 可 扩展 到 M 个 服务 组 成 的 一 个 集合 。 以 y” 表示 服务 7 的 目标 信 噪 比 ， 以 
表示 区 域 i 中 使 用 服务 j 的 活跃 移动 设备 数 ， 以 rj 表示 专用 于 区 域 i 中 使 用 服务 j 
的 每 个 移动 设备 的 发 送 功率 比 。 对 于 这 样 的 一 个 移动 设备 ， 信 噪 比 为 : 

myPs; 
N+P(Be(1 -ry) + 矿 ) 
忽略 热 噪声 ， 约 束 条 件 y; 宇 y;” 得 以 满足 ， 当 有 目 仅 当 7? ， 其 中 : 
jp B+fi/g 
”B+l/y; 
那么 对 于 所 有 区 域 和 所 有 服务 ， 约 束 条 件 得 以 满足 ， 当 且 仅 当 ; 


N 


M 
> Dr 1] 


i=1 j=1 


例如 ， 考 虑 W=2 个 服务 ， 已 知 信 噪 比 y” = -18dB 和 ?> = -12dB。 在 前 面 的 假定 
下 ， 服 务 1 表示 以 爱尔兰 为 单位 的 90% 业务 量 时 ， 对 于 每 项 服务 2% 的 目标 阻塞 
率 ， 我 们 得 到 近似 19E 的 最 大 业务 量 。 


11.4 3G + 移动 网 络 


在 3G+ 网 络 的 下 行 链 路 上 使 用 的 高 速 下 行 分 组 接 和 人 (HSDPA) 规范， 依赖 于 


142 网 络 性 能 分 析 原 理 与 应 用 


无 线 电 资 源 的 时 间 共 享 方法 。 采 用 一 种 轮 询 算法 ， 这 种 共享 是 严格 公平 的 ， 在 蜂窝 
中 存在 x 个 移动 设备 时 ， 每 个 移动 设备 的 吞吐 量 等 于 它 的 传输 速率 ( 即 当 由 基站 服 
务 时 ， 它 以 之 接收 数据 的 吞吐 量 ) 除 以 x。 假定 数据 流 是 弹性 的 ， 并 依据 强度 为 A 
的 一 个 泊 松 过 程 到 达 。 它 们 的 尺寸 是 均值 为 o 比特 的 指数 长 度 (同样 ， 这 个 假定 
不 是 本 质 上 的 ) 。 我 们 以 4 =Ao 表示 以 比特 / 秒 为 单位 的 业务 量 强度 。 
11.4.1 同 态 情形 

我 们 首先 假定 所 有 移动 站 都 有 相同 的 传输 速率 ， 以 表示。 那么 系统 对 应 于 10. 1 
节 描 述 的 参考 模型 ， 其 中 有 一 条 容量 为 C =r 的 链 路 。 这 就 降 为 负载 为 p =4/C 的 一 个 
M/M/1 队列 。 系 统 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 p <1。 在 这 个 条 件 下 ， 我 们 由 式 (10-2) 和 
式 〈10-3) 推导 得 到 拥塞 率 C =p?z 和 每 个 用 户 的 均值 吞吐 量 y =r (1 -p)。 


11. 4.2 ” 异 态 情形 


现在 我 们 考虑 一 种 比较 真实 的 模型 ， 其 中 每 个 移动 设备 的 传输 速率 取决 于 它 在 
蜂窝 中 的 位 置 。 蜂 窜 被 分 割 成 NN 个 区 域 , 在 区 域 i 中 的 传输 速率 等 于 7,。 区 域 i 中 
的 一 个 移动 设备 以 概率 p, 产生 新 的 一 条 数据 流 。 依 据 一 个 泊 松 过 程 的 子 划 分 性 质 
( 见 3.6 节 )， 各 流 依据 强度 为 A =Ap; 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 区 域 i。 在 数据 传递 过 
程 中 ， 假 定 每 个 移动 设备 都 停留 在 同一 区 域 。 

令 ; 为 区 域 i 中 活跃 流 的 数量 ,x 为 向 量 (ww ，…，xw) 。 因 为 无 线 电 资源 是 
公平 地 在 活跃 移动 设备 间 共 享 的 ， 所 以 区 域 :中 各 流 的 总 吞吐 量 等 于 mm; (x%)， 
其 中 : 


(x) 二 
人 4 ty 


系统 可 被 看 做 由 NN 个 队列 组 成 的 一 个 网 络 ， 如 图 11-4 所 示 。 顾 客 依据 强度 为 A, 的 
一 个 泊 松 过 程 到 达 队 列 i， 在 状态 x 以 速率 1,m，(x) 得 到 服务 ， 其 中 j=r,/o。 我 
们 验证 对 称 性 条 件 式 (7-13) 是 满足 的 ， 从 而 该 系统 对 应 于 一 个 Whittle 网 络 。 由 


式 (7-14) ， 静 态度 量 如 下 : 
| 一 |) 一 


CHD 一 


图 11-4 一 个 3G + 蜂窝 及 其 作为 一 个 Whittle 网 络 的 表示 法 
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Xi + +Xy)] 
7(xz) =7(0) Pp 
Xl1, "XN 


其 中 ，p; = 和 AM 对 应 于 区 域 i 的 负载 。 以 p = +… +pw 表示 蜂窝 负载 ， 则 稳定 性 
条 件 是 p <1。 因 为 了 (0) =1-p， 所 以 它 对 应 于 基站 为 活跃 的 时 间 比 例 。 

稳定 性 条 件 定义 了 蜂 帘 可 持续 支持 的 最 大 业务 量 强度 ， 我 们 称 之 为 蜂窝 容量 ， 
并 以 C 表示 。 依 据 等 式 : 


我 们 得 到 
(> (113) 


因此 ， 蜂 窜 容 量 是 传输 春 吐 量 ” ，.…，r， 以 业务 量 分 布 p，…，p 加 权 得 到 的 调 
和 均值 (harmonic mean ) 。 

在 稳定 性 条 件 p <1( 等 价 地 是 ，4 <C)， 到 达 流 的 总 数 n=x, +… +xw 具有 如 
下 分 布 : 


n(n)= >》 nx) = (1-p)p", Vnz=0 


X3X1 二 十 YN = 


这 是 负载 为 p 的 一 个 MAM/1 队列 的 静态 分 布 ， 和 同 态 情 形 中 的 相同 9。 拥 塞 率 是 
移动 设备 必须 共享 无 线 电 资源 的 概率 。 如 前 面 解 释 的 那样 ， 我 们 得 到 G =p*。 男 
外 ， 区 域 i 中 一 个 移动 设备 的 均值 否 叶 量 如 下 : 


2 人 _ 4 
Dr) EX) 
其 中 ，4, =p,4 是 区 域 i 中 的 业务 量 强度 (我们 用 到 守恒 律 )。 因 为 : 
E(X,) = 
1-p 
我 们 得 到 . 
yi;=ri(1 -p) 


区 域 i 每 用 户 的 均值 吞吐 量 等 于 它 在 负载 p =0 处 的 传输 率 ， 并 随 负载 增加 而 线性 减少 。 
最 后 ， 在 蜂 窒 内 的 均值 吞吐 量 如 下 : 
Dy 


Ent ee pa +*** +Xy) TN) 


2 (2%i 二 +XN)ITT(Y) 


Y= 


(0 
基 
将 
FF 
[Ce 
让 
汀 
并 
且 


里 器 共享 服务 策略 的 不 敏感 性 质 得 到 的 ， 见 7. 8 节 的 练习 8。 
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_ A 
~ E(X, + +X,) 


因为 : 
De) 
和 p =AAC， 我 们 得 到 . 
y=C(1-p) 

因此 ， 蜂 窜 内 每 用 户 的 均值 天 吐 量 等 于 它 在 负载 p =0 处 的 传输 率 ， 并 随 负 载 增加 
而 线性 减少 。 

例如 ,考虑 N=3 个 区 域 ,传输 速率 分 别 为 500k 比特 / 秒 、1M 比特 / 秒 和 2M 
比特 / 秒 。 假 定 在 每 个 区 域 中 业务 量 强 度 是 相同 的 。 依 据 式 (11-3) ， 蜂 窝 容量 近似 
等 于 860k 比特 / 秒 。 对 于 40% 的 负载 ， 蜂 窝 中 每 用 户 均值 吞吐 量 近似 等 于 500k 比 
特 / 秒 。 


11.5 ”WiFi 接 入 网 


Wiri 接 入 网 依赖 于 IEEE 802. 11 标准 ， 该 标准 定义 了 无 线 电 信道 访问 模式 。 这 
种 模式 使 用 CSMAZCA 算法 ， 该 算法 是 这 样 的 : 为 了 避免 冲突 ,在 传输 之 前 要 检测 
信道 。 因 为 在 一 条 报 文 的 传输 过 程 中 要 检测 一 次 冲突 是 不 可 能 的 ， 所 以 要 由 接收 者 
发 送 一 条 应 答 来 确认 接收 。 在 没有 确认 的 情况 下 ， 就 认为 报 文 丢 失 了 ， 并 在 一 个 随 
机 时 段 之 后 重 传 ， 时 段 的 时 长 在 每 次 冲突 之 后 会 增加 。 

图 IEEE 802. 11 协议 的 准确 行为 如 图 11-5 所 示 。 为 了 发 送 一 条 报 文 ， 一 个 端 
站 需要 . 


DIFS Data SIFS ACK 
DIFS Data SIFS ACK 


图 11-$ ”IEEE 802. 11 协议 的 原理 


一 一 在 分 布 式 帧 间 (间隔 时 长 jss) 时 期 间隙 过 程 中 ， 等 待 信道 变 为 空闲 ; 

一 一 在 信道 空 闪 时 ， 等 待 一 个 随机 的 时 际 数 (在 10，1,，…, 五 -1| 上 均匀 
随机 选择 的 ， 其 中 下 是 冲突 窗口 ); 

一 一 传输 报 文 ， 并 等 待 一 个 确认 ， 该 确认 是 在 传输 成 功 时 ， 在 接收 到 报 文 之 后 
的 一 个 时 长 为 aas 的 时 期 短 帧 间 间 隅 (SIFS) 后 ， 由 目的 地 发 送 的 ; 

一 一 如 果 没 有 接收 到 确认 ， 则 判定 报 文 丢失 了 ， 且 在 这 种 情形 中 ， 以 二 信和 的 冲 
突 窗口 重新 启动 传输 过 程 。 
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IEEE 802. 11 标准 版 本 b 和 g 的 参数 在 表 11-1 中 给 出 。 物 理 速率 rm 等 于 11M 
比特 / 秒 和 54M 比特 / 秒 (实践 中 物理 速率 取决 于 无 线 电 条 件 ， 见 11. 8 节 的 练习 
6)。 确 认 的 长 度 为 14B， 为 了 确保 传输 的 可 靠 性 ， 是 在 较 低 物理 速率 上 发 送 的 。 这 
里 这 个 速率 取 作 2M 比特 / 秒 ， 这 对 应 于 tex =56hs 的 传输 时 间 。 每 条 报 文 或 确认 
都 有 时 长 为 hy 的 一 个 物理 涉 。 由 IEEE 802. 11 产生 的 每 报 文 额外 负担 (所 有 额外 
负担 都 包括 在 内 ) 如 下 : 


to thirs 于 21pay 十 tsiFs + tack 


表 11-1 IEEE 802. 11 b 和 g 的 主要 参数 


参 数 802. 11b 802. 11g 
TpHY 11M 比特 / 秒 54M 比特 / 秒 
tsLoT 20 hs 9 hs 
ipiFs 50 hs 28 hs 
tsIps 10 ps 10 hs 
tpHy 192 hs 24 hs 
1ACK 56 hs 56 hs 
Fiin 32 16 
Pax 1024 1024 


除了 这 个 固定 时 长 外 ， 端 站 将 每 条 报 文 的 传输 延迟 取决 于 冲突 窗口 的 一 个 随机 时 
段 。 这 个 窗口 初始 化 为 已, ， 并 在 每 次 冲突 时 加 倍 ， 直 到 它 达 到 最 大 值 fi,。 在 7 
个 连续 的 冲突 之 后 ， 一 条 报 文 被 丢弃 ， 并 确定 性 地 丢失 了 。 

与 2G 和 3G 移动 网 络 相 反 ，IEEE 802. 11 的 上 行 链 路 (到 接 入 点 ) 和 下 行 链 路 
(由 接 入 点 发 出 ) 共享 相同 的 无 线 电 信道 。 首 先 ， 我 们 在 下 行 链 路 和 上 行 链 路 上 仅 
以 单 向 的 用 户 数据 报 协议 (UDP) 业务 量 分 析 系 统 的 行为 。 之 后 我 们 分 析 传输 控制 
协议 (TCP) 业务 量 的 影响 ， 其 中 TCP 确认 报 文 与 数据 报 文 竞争 访问 信道 。 


11. 5.1 UDP 业务 量 


在 下 行 链 路 的 单 向 UDP 业务 量 情形 中 ， 仅 有 接 和 人 点 产生 业务 量 。 没 有 冲突 ， 
系统 的 有 效 吞 吐 量 如 下 : 


和 (11-4) 
1 
Nisior 十 加 十 r 
PHY 


其 中 ,1 表示 以 比特 为 单位 的 报 文 长 度 ,，N 表示 由 冲突 窗口 导致 的 时 际 中 的 均值 
延迟 . 
下 一 | 
之 
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例如 ， 对 于 1500B 的 报 文 ， 协 议 版 本 b 和 版 本 g 的 有 效 吞 吐 量 分 别 近 似 等 于 6M 比 
特 / 秒 和 28M 比特 / 秒 。 注 意 这 稍 大 于 相应 物理 速率 的 1/2。 

在 上 行 链 路 上 ， 各 端 站 竞争 信道 访问 。 以 x 表示 活跃 端 站 数 ， 以 g 表示 冲突 概 
率 ， 对 于 一 条 报 文 的 每 次 传输 尝试 假定 冲突 概率 相同 。 出 于 简单 性 考虑 ， 忽 略 最 大 
冲突 窗口 的 影响 。 这 意味 着 任意 报 文 传输 尝试 次 数 具有 参数 为 g 的 一 个 几何 分 布 。 
而 且 ， 一 个 给 定 端 站 的 两 次 传输 之 间 均 值 时 隙 数 如 下 : 

1 


We gt ot Ee 


3 
在 gq<1/2 条 件 下 ， 这 个 数 是 有 限 的 。 那 么 我 们 得 到 : 
Fnl-g 1 
”21-2 2 0 
为 了 计算 冲突 概率 ， 我 们 使 用 这 样 的 事实 ， 即 当 信 道 空闲 时 ， 每 个 端 站 以 概率 p = 
Wty Re A 个 端 站 传输 ， 如 果 没 有 其 他 端 站 传输 ， 则 不 存在 冲 
突 ， 这 意味 着 : 


CE， (11-6) 
式 (11-5) 和 式 (11-6) 唯一 地 确定 了 区 间 [0,1/2) 上 的 冲突 概率 4。 现在 以 
表示 一 个 时 障 可 以 使 用 的 概率 ( 指 在 那个 时 阶 中 一 条 报 文 可 被 成 功 传输 ) ， 以 " 表 
示 一 个 时 隐 为 空闲 的 概率 : 
u=xp (1-p)” ,v=(1-p)" 
两 次 成 功 报 文 传输 之 间 的 均值 时 间 如 下 : 
r=v(tsor +7)+ (1 -uv) EE + + 


PHY 


我 们 得 到 . 
viyor + (1 —u—v) - + 二 | 


TpHY 


i 
并 推导 得 到 x* 个 UDP 流 的 总 吞吐 量 : 
r(x) = 


他 


1 


r(x) 十 加 PE 
TpHY 


其 中 显 式 写 出 7 对 x 的 依赖 关系 。 图 11-6 夯 出 IEEE 802. 11 协议 版 本 b 和 版 本 g 的 
函数 + (x) 。 

在 极限 情形 * 一 o 中 ， 冲 突 概 率 趋 于 1/2， 且 依据 式 (11-6) ， 比 值 N/x 趋 于 
l/ln (2) ， 从 而 : 


7 三 limr(x) 
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=ln(2) -一 一 一 
1SLoT 十 加 士 ee 
PHY 


总 否 吐 量 (Mbit/s) 


图 11-6 使 用 IEEE 802. 11b (下 部 ) 和 IEEE 802.11g (上 部 ) 时 ， 一 个 接 人 点 的 有 效 吞吐 量 


IEEE 802. 11 协议 版 本 b 和 版 本 g 的 这 个 值 分 别 近似 等 于 5M 比特 / 秒 和 22M 比 
特 / 秒 。 


11. 5.2 TCP 业务 量 


TCP 业务 量 在 反方 向 使 用 确认 来 调整 数据 发 送 速 率 。 结 果 就 是 ， 数 据 报 文 与 
TCP 确认 竞争 访问 无 线 电 信道 。 在 单一 TCP 流 的 情形 中 , 产生 这 个 流 的 端 站 和 接 
入 点 同时 尝试 访问 信道 ， 这 就 产生 了 冲突 。 

出 于 简单 性 考虑 ， 假 定 针 对 每 条 数据 报 文 发 送 一 条 TCP 确认 ， 分 别 以 比特 为 
单位 表示 为 cx 和 1。 因 为 每 次 冲突 持续 一 个 报 文 传输 时 长 ， 则 在 x =2 时 在 传输 之 
前 的 等 待 时 间 为 r(x)。 我 们 推导 得 到 单一 TCP 流 的 有 效 吞 吐 量 : 


l (11.7) 


Le 
27(2) +2 人 


对 于 1500B 的 数据 报 文 和 40B 的 TCP 确认 报 文 ，IEEE 802. 11 版 本 b 和 g 的 否 吐 量 
分 别 近 似 为 4. 5M 比特 / 秒 和 19M 比特 / 秒 。 

在 一 个 WiFi 接 人 上 TCP 业务 量 的 一 个 显著 性 质 是 ， 总 的 甜 吐 量 对 流 数 量 和 它 
们 传输 的 方向 (上行 链 路 或 下 行 链 路 ) 几乎 是 不 敏感 的 。 实 际 上 ， 接 入 点 是 一 个 
瓶颈 ， 在 这 里 数据 报 文 和 确认 报 文 都 要 排队 。 虹 型 地 存在 单一 活跃 端 站 ， 即 刚 接收 
到 一 条 数据 报 文 或 一 条 确认 报 文 ， 并 发 回 一 条 确认 报 文 或 传输 一 条 新 的 数据 报 文 的 
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端 站 ; 其 他 端 站 等 待 在 接 和 人 点 排队 的 一 条 报 文 或 一 条 确认 报 文 ， 因 此 是 空闲 的 。 所 
以 对 信道 访问 的 范 争 涉及 接 入 点 和 单一 端 站 ， 而 独立 于 到 达 流 的 数量 。 


11. 5.3 ”随机 业务 量 


使 用 前 面 的 报 文 级 分 析 ， 现 在 我 们 可 讨论 流 级 别 的 业务 量 振荡 。 例 如 ， 在 TCP 
业务 量 的 情形 中 ，WiFi 接 人 点 的 行为 就 像 单一 链 路 ， 它 是 由 上 行 和 下 行 流 公平 共 
享 的 。 依 据 第 10 章 的 结果 ， 在 具有 总 业务 量 4 =10M 比特 / 秒 的 一 个 IEEE 802. 11g 
WiFi 接 入 点 上 ， 每 流 的 均值 吞吐 量 (上 行 流 和 下 行 流 ， 没 有 确认 报 文 ) 等 于 r-4， 
即 9M 比特 / 秒 。 对 于 IEEE 802. 11b， 接 入 点 将 会 过 载 ， 每 流 吞 吐 量 将 趋 于 零 ， 这 
要 取决 于 用 户 的 行为 〈 见 第 10 章 的 练习 7)。 


11.6 数据 中 心 


现在 我 们 考虑 由 天 个 计算 单元 组 成 的 一 个 数据 中 心 。 请 求 依据 强度 为 A 的 一 
个 泊 松 过 程 到 达 ， 每 条 请 求 要 求 参数 为 的 一 个 指数 计算 时 间 。 我 们 以 a = AW 表 
示 以 爱尔兰 为 单位 的 业务 量 强度 。 每 个 单元 依据 PS 服务 规律 处 理 请 求 ， 不 能 接受 
到 个 以 上 的 并 发 请 求 。 问 题 是 在 天 个 计算 单元 间 平 衡 负载 ， 如 图 11-7 所 示 。 


图 11-7 在 一 个 数据 中 心中 的 负载 平衡 


11.6.1 静态 选 路 


在 计算 单元 之 间 共 享 负 载 的 最 简单 方式 ， 是 以 某 个 固定 的 概率 p, 将 任意 到 达 
的 请 求 发 送 到 单元 k。 如 果 被 选中 的 计算 单元 正在 处 理 m 条 请 求 ， 那 么 新 的 请 求 就 
被 阻塞 并 丢失 。 这 种 选 路 称 为 “静态 的 "， 原 因 是 概率 p, ，…，pi 不 依赖 于 系统 状 
态 。 由 泊 松 过 程 的 子 划 分 性 质 ， 系 统 的 行为 就 像 个 相互 独立 的 MAM/1/m 队列 ， 
每 个 队列 具有 相应 的 到 达 率 Ap, ，…，Ap, 和 服务 率 儿 。 队 列 中 请 求 数 的 静态 分 布 
如 下 : 
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了 

Qs 

Ti (Ns) xi =0,1,……, m 
1 +oauy 十 十 0 


依据 PASTA 性 质 ， 队 列 上 的 阻塞 率 由 有 =7,(m) 给 出 。 我 们 推导 得 到 均值 阻塞 率 . 


SS < AQ 
B= B, = 

之 六 2 
由 对 称 性 ， 当 选 路 概率 一 致 时 ， 阻 塞 率 是 最 小 的 ， 即 p, =… =px =1AK， 在 这 种 情 
形 中 : 

YY 
B m 
1 十 0 十 … 十 自 
天 天 


11. 6.2 ” 仿 楚 选 路 


减少 阻塞 率 的 一 种 简单 方式 是 ， 将 任意 到 达 请 求 发 送 到 最 小 负载 的 计算 单元 。 
我 们 称 这 种 选 路 方案 为 “ 贪 焚 的 ”。 依 据 PASTA 性 质 ， 那 么 阻塞 率 等 于 所 有 计算 单 
元 处 理 m 条 请 求 的 概率 。 这 种 选 路 方案 是 难以 分 析 的 ， 原因 是 描述 在 时 刻 t 由 每 个 
计算 单元 处 理 的 请 求 数 的 关联 马尔 科 夫 过 程 X (1) = (X(t),…, Xx (1)) 是 
不 可 逆 的 。 例 如 对 于 天 =2， 存 在 从 状态 (2，0) 到 状态 (1，0) 的 一 个 迁移 , 但 
没有 从 状态 (1，0) 到 状态 (2，0) 的 迁移 。 阻 塞 率 的 计算 要 求解 平衡 方程 。 


11.6.3 ” 自 适 应 选 路 
现在 我 们 考虑 一 个 自 适应 选 路 方案 ， 它 得 到 状态 空闲 
xX 多 


三 EN :x <m, ,XKEMm| 

上 的 一 个 可 道 马 尔 科 夫 过 程 。 令 p,(x) 为 当 系 统 处 于 状态 x ex 中 时 将 一 条 请 求 发 
送 到 计算 单元 有 的 概率 。 如 果 x; =m， 则 这 个 概率 必须 为 零 。 通 过 简单 地 选择 正比 
于 m 一 x 的 一 个 概率 p;(x) ， 则 马尔 科 夫 过 程 是 可 逆 的 ， 有 如 下 静态 度量 : 

A Du | WE (11-8) 

me —X 
其 中 ，e 表示 尺 才 为 天 的 向 量 ，|x | 表示 和 x, +… +xx。 实 际 上 ， 局 部 平衡 方程 : 
Api (x)T(xX) =uT(xt+e), VxeX, x+e, ex 

得 以 满足 的 前 提 是 : 


m— xX, 
pr(%) = : 


Ime —x| 


它 正 比 于 m -x;。 使 用 PASTA 性 质 ， 阻 塞 率 如 下 
B= 7(me) = Baw 
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图 11-8 给 出 这 样 的 阻塞 率 ， 它 对 应 于 及 = 2 个 计算 单元 和 最 大 值 m = 10 个 并 发 
请 求 /每 个 计算 单元 时 的 负载 。 我 们 观察 到 自 适应 选 路 方案 和 贪 梦 的 选 路 方案 的 行 
为 是 类 似 的 ， 且 性 能 超过 静态 选 路 方案 。 


10™ 
狂 
本 -前 态 先 路 
六 ”一 -~ 自 适 应 选 路 
| 上 贪 禁 选 路 
全 | 
10-4 + + + + + > 
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 
负载 


图 11-8 ”对 应 于 K=2 个 计算 单元 的 负载 的 阻塞 概率 


11.7 云 计 算 


最 后 ， 我 们 考虑 云 计 算 的 一 项 服务 。 有 NN 个 服务 类 。 每 个 类 i 顾客 接受 最 大 容 
量 C，( 单 位 是 flop/s 人 9)。 问 题 是 ,计算 所 要 求 的 总 计算 容量 C (单位 是 flop/s)， 
该 容量 是 以 如 下 方式 在 活跃 顾客 间 共 享 的 ， 其 中 对 于 某 个 小 的 es; >0， 一 个 活跃 类 i 
顾客 以 某 个 大 于 1 -es; 的 概率 得 到 它 的 合同 确定 的 (contracted) 计算 容量 C,。 例 
如 ， 提 供 商 可 提供 N=3 个 服务 类 ,具有 相应 的 计算 容量 C, = 10Gflop/s、C, = 
100Gflop/s 和 Cs =1Tflop/s， 和 相应 的 目标 性 能 e, =1%、e, =2% 和 es =5%。 

我 们 假定 类 i 顾客 请 求 依 据 强 度 为 A, 的 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 均值 o, 的 
指数 尺寸 (以 浮 点 操作 为 单位 ) 。 对 应 的 业务 量 强度 为 4 =A;o，( 以 flop/s 为 单 
位 )。 我们 以 4 = 宗 ”4, 表示 总 的 业务 量 强度 。 假 定 对 总 计算 容量 C 是 公平 共享 
的 ， 则 系统 对 应 于 10. 5 节 描 述 的 多 速率 模型 ， 其 中 速率 r+, ，…，rw 以 合同 确定 的 
容量 Cl ，…，C， 替换 ， 链 路 容量 C 以 flop/s 表示 而 不 是 以 比特 /秒表 示 。 特 别 地 ， 
类 i 顾客 看 到 的 拥塞 率 由 式 (10-14) 给 出 ， 并 可 通过 由 式 (10-19) 和 式 (10-21) 
给 出 的 相应 递归 公式 进行 高 效 计算 。 图 11-9 给 出 如 下 条 件 下 的 最 大 负载 4/C， 即 
前 面 考虑 的 W=3 个 类 的 总 业务 量 强度 ， 具 有 同 态 的 业务 量 分 布 ， 即 4 =4, = 4,。 


日 ” 缩 略 语 flop/s 指 每 秒 浮 点 运算 。 


1S1 


0 2 4 6 8 10 12 14 
业务 强度 (Tflop/s) 


图 11-9 具有 相应 业务 量 强 度 的 一 个 计算 云 的 最 大 负载 


11.8 本 章 习 题 


1. 多 速率 IP 接 入 

我 们 将 11. 1 节 中 描述 的 模型 ， 扩 展 到 对 应 于 一 个 因特网 服务 提供 商 为 不 同 服 
务 提供 的 多 峰值 速率 情形 。 更 准确 地 说 ， 假 定 N 个 用 户 类 共享 容量 为 C 的 同一 链 
路 ， 类 i 具有 峰值 速率 7, 和 被 提供 业务 量 w 的 天 个 用 户 。 验 证 式 (11-2) 对 每 个 
类 都 是 满足 的 。 

现在 假定 每 个 类 的 均值 吞吐 量 占 其 峰值 速率 的 一 个 比例 7。 给 出 由 7 满足 的 方 
程 ， 其 中 假定 实际 总 业务 量 等 于 容量 。 计 算 由 两 个 用 户 类 共享 的 容量 为 C = 100M 
比特 / 秒 的 一 条 链 路 的 nw， 这 两 个 用 户 类 由 如 下 参数 表征 : K, =500，K, =200，m = 
1M 比特 / 秒 ，r, =2M 比特 / 秒 ，aw =a, =200k 比特 / 秒 。 

2. 移动 性 和 切换 

2G 移动 网 络 的 一 个 基站 有 容量 为 C 的 GSM 时 隙 。 在 蜂窝 中 呼叫 依据 强度 为 A 
的 一 个 泊 松 过 程 到 达 ， 并 具有 参数 为 的 指数 时 长 ; 以 a = 和 AN 表示 关联 的 业务 量 
强度 。 由 于 移动 性 ， 由 邻接 蜂 窜 到 达 比 例 为 p 的 呼叫 ， 这 样 的 呼叫 被 称 作 处 于 切换 
之 中 。 

为 了 限制 这 些 呼 叫 的 阻塞 率 ， 实 现 如 下 骨干 预 留 (trunk reservation) 机 制 : 当 
剩 下 守 个 或 更 少 的 时 除 时 ， 任 何 新 的 到 达 呼 叫 都 被 阻塞 和 丢失 ; 在 有 限 的 蜂 帘 容量 
下 ， 仅 有 切换 中 的 呼叫 被 接受 。 验 证 到 达 呼 叫 数 是 一 个 生 灭 过 程 。 推 导 两 种 类 型 呼 
叫 的 阻塞 率 。 当 n=1 时 ， 这 些 阻塞 率 的 比值 是 多 少 ? 对 于 C = 20 个 时 际 ，a = 15E 
和 p=5%， 计算 相应 的 值 (阻塞 率 及 比值 ) 。 

3. 降级 的 2G 呼叫 

我 们 关注 于 当 仅 有 比例 为 p 的 移动 设备 支持 降级 模式 ( 见 11.2 节 ) 时 ， 一 个 
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2G 蜂窝 内 的 呼叫 阻塞 率 。 这 个 系统 对 应 于 哪个 业务 量 模型 ? 对 于 C = 12 个 时 隙 ， 
ac=10E 和 P=60% ， 计 算 每 种 类 型 移动 设备 的 阻塞 率 。 在 哪 种 时 间 比 例 下 ， 文 持 
降级 模式 的 一 个 移动 设备 必须 使 用 这 种 模式 ? 

4. EDGE 自 适 应 调制 

考虑 11. 2 节 介 绍 的 数据 业务 量 模型 ， 要 将 EDGE 标准 的 自 适应 调制 考虑 在 内 。 
更 准确 地 说 ， 假 定 蜂窝 被 分 成 两 个 区 ， 其 中 最 大 传输 速率 (在 4 个 无 线 电 时 院 上 ) 
分 别 等 于 r,=300k 比特 / 秒 和 7, = 100k 比特 / 秒 。 区 域 1 和 区 域 2 中 业务 量 的 比例 
分 别 是 p, 和 p,， 满足 p, +p, =1。 以 4 表示 所 提供 的 业务 量 (单位 是 比特 / 秒 ) ， 以 
C=4m 表示 以 时 隙 数 为 单位 的 无 线 电容 量 。 

给 出 以 爱尔兰 为 单位 的 等 价 业 务 量 强度 w， 即 没有 约束 条 件 下 均值 被 占 时 隙 数 
( 即 C = om ) ; 推导 蜂窝 负载 的 表达 式 。 针 对 4 =1M 比特 / 秒 ，C =8 个 时 隙 ，p, =p, = 
1/2， 求 蜂窝 负载 的 值 。 

现在 假定 流 的 总 数 不 能 超过 n=8m。 假 定时 际 共享 是 完美 公平 的 ， 给 出 每 种 类 
型 移动 设备 的 均值 吞 叶 量 和 阻塞 率 。 

5. 在 一 个 2G 网 络 中 话音 和 数据 之 间 的 动态 共享 

一 个 2G 蜂 帘 有 C 个 时 隙 ， 这 些 时 隙 在 话音 和 数据 之 间 动 态 共 享 。 数 据 业 务 量 
共享 话音 业务 量 剩 下 的 时 院 ， 这 些 时 除数 最 大 为 4。 有 具体 而 言 ， 数 据 流 可 访问 min 
(C-x，4) 个 时 际 ， 其 中 % 是 话音 呼叫 数 。 话 音 和 数据 呼叫 分 别 依据 强度 为 A 和 
和 的 独立 泊 松 过 程 到 达 。 其 他 假定 和 11. 2 节 讨 论 的 假定 一 样 。 

给 出 描述 话音 呼叫 数 和 数据 流 数 的 马尔 科 夫 过 程 的 转移 率 。 假 定 话音 呼叫 处 于 
一 种 非 降 级 模式 ， 数 据 流 数 限制 为 上 。 这 个 过 程 是 可 逆 的 吗 ? 给 出 可 为 数据 业务 量 
使 用 的 均值 时 隙 数 。 

6. WiFi 自 适应 调制 

考虑 由 两 个 用 户 共 享 的 一 个 Wigi 接 人 点 ， 这 些 用 户 的 无 线 电 条 件 产生 相应 的 
物理 速率 rmv ;和 rmvs。 计 算 当 两 个 用 户 同时 使 用 TCP 传递 数据 时 的 总 吞吐 量 r。 

现在 假定 每 个 用 户 传 递 均值 为 o 的 指数 尺寸 的 文件 序列 ， 在 两 次 数据 传递 之 
间 存 在 参数 为 v 的 指数 空闲 时 段 。 给 出 描述 这 两 个 用 户 状态 的 马尔 科 夫 过 程 的 转移 
图 。 这 个 过 程 是 可 逆 的 吗 ? 给 出 它 的 静态 分 布 ， 之 后 给 出 每 个 活跃 用 户 的 均值 吞吐 
量 。 对 于 IEEE 802. 11g 标准 计算 数值 型 值 ， 条 件 是 rpyy , =54M 比特 / 秒 ，rpav，= 
11M 比特 / 秒 ,，o =1MB 和 1/v=1 秒 。 


11.9 习题 解答 


1. 多 速率 IP 接 入 
类 i 用 户 传递 均值 尺寸 为 o, 的 文件 ， 以 均值 时 长 为 17v, 的 空 闪 时 段 隔 开 。 令 
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Mi =T/0; 和 有 B =wMis。 则 每 类 ;用 户 所 提供 的 业务 量 和 实际 业务 量 分 别 如 下 : 
0 Bb 和 b= 人 B; 


学 
了 了 
ml Bt+ 
D; 


ni 


(on 
yi 

其 中 ，y; 表示 每 类 ;用 户 的 均值 厨 吐 量 。 我 们 推导 得 到 关系 : 
1 


1 ll 
Qi 7i 4 1 
对 于 参数 <1， 使 用 y; = mr;， 实 际 的 总 业务 量 如 下 
N N Kk. 
C~ Kb= 1 本 
一 一 十 一 
Ci i 7 


对 于 所 提 到 的 数值 型 值 ， 我 们 得 到 wm 0. 5， 这 分 别 对 应 于 类 1 和 类 2 用 户 均值 吞 
吐 量 近似 等 于 250k 比特 / 秒 和 500k 比特 / 秒 。 

2. 移动 性 和 切换 

到 达 呼 叫 总 数 形成 一 个 生 灭 过 程 ， 其 转移 网 如 下 : 


1 1 P4 P4 
NN 
0 0 和 号 se 
几 2 (C-n+ Du Cu 
我 们 得 到 静态 度量 : 
7(0) 上 对 于 w=0, 1,…,C-n 
T(xX) = 


mn(C-n) Pe) 对 于 x=C-n+l, :…,C 


由 归 一 化 得 到 静态 分 布 。 由 PASTA 性 质 ， 新 呼叫 的 阻塞 率 和 切换 中 的 呼叫 阻塞 率 
分 别 为 : 
Bil=7(C-n)+…+7(C) 和 B,=7(C) 


即 : 
琶 or 
Ltteta (rod i+re r+ + 
和 
Ac-aCPa) 
B, = Cc! 
EE 


特别 地 ， 我 们 有 : 
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(pa)” 
Bi _ Cl 
B, 1 pa a (pa)” 
(CT Cn Cl 
对 于 =1， 我 们 得 到 
B!_ pa 
B, C+pa 


对 于 所 提 到 的 数值 型 值 ， 切 换 中 的 呼叫 阻塞 率 近 似 要 低 30 售 。 
3. 降级 的 2G 呼叫 
我 们 使 用 8. 5 节 的 多 类 爱尔兰 模型 ， 容 量 为 m =12， 对 于 不 支持 降级 模式 和 支 
持 降级 模式 的 移动 设备 ， 资 源 需 求 分 别 为 c, =1 和 c, =1/2。 系 统 状态 x = (wi， 
xs) 的 静态 分 布 如 下 : 
7(#) =7(0) pe) (pe), 


w2! 


X. CEm 


其 中 ，a 表示 总 业务 量 强度 。 相 应 的 阻塞 率 如 下 : 
B= > 7(x) 和 B, = > 7(x) 


x:m-1/2 <x. csm 


对 于 所 提 到 的 数值 型 值 ， 我 们 得 到 B,=2.5% 和 有 =1.0%。 
支持 降级 模式 的 每 个 移动 设备 ， 必 须 使 用 这 种 模式 的 时 间 比 例 等 于 : 


> 


(x + Xs — m)T(%) 


XX CEMm, XI +X2 >m 


G = 
| Ds) 


即 C,=7.2% 。 

4. EDGE 自 适 应 调制 

在 区 域 1 和 区 域 2 中 ， 每 时 际 的 最 大 传输 速率 分 别 等 于 r,/4 和 7r,/4。 我 们 推导 
得 到 以 爱尔兰 为 单位 的 业务 量 强度 为 : 


a =4A Ee F | 
六 72 


a 
C m\r 六 


对 于 所 提 到 的 数值 型 值 ， 我 们 得 到 p =0. 83。 

系统 对 应 于 PS 服务 策略 下 ， 负 载 为 p 的 一 个 M/G/m/n 队列 。 由 不 敏感 性 质 ， 
可 应 用 11. 2 节 的 结果 。 我 们 得 到 阻塞 率 B=1.3%， 均值 吞吐 量 为 y 二 102k 比特 / 
秒 和 y, 二 34k 比特 / 秒 。 

5. 在 一 个 2G 网 络 中 话音 和 数据 之 间 的 动态 共享 

令 (x, y) 为 系统 状态 ， 其 中 x 是 话音 呼叫 数 ，y 为 数据 流 数 。 转 移 率 如 下 : 


且 蜂 罕 负 载 为 : 
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(x, yx+1, y):Al(x<C) 

(%, yx-1, y) :xX < 从 

(x, YX, y+1):Al(y <n) 
(JCY 


过 程 是 不 可 逆 的 ， 原 因 是 存在 从 状态 (C，1) 到 状态 (C,，0) 的 迁移 ， 但 在 反方 
向 上 没有 迁移 (原因 是 对 数据 流 没 有 可 用 的 时 际 )。 

话音 呼叫 数 的 变化 是 独立 于 数据 流 数 的 。 特 别 地 ， 其 静态 分 布 与 爱尔兰 模型 中 
具有 链 路 容量 C 和 业务 量 强 度 a = AMu 中 的 呼叫 数 的 分 布 相同 : 


oe 

1 
Vx=0,1, “Gs T(xX) = C 
下 
2 Cc! 


我 们 推导 得 到 可 用 于 数据 流 的 均值 时 际 数 : 
7T(C-1) +27(C-2) +37(C -3) et 


6.WiFi 自 适 应 调制 
每 个 用 户 都 有 相同 的 信道 访问 概率 。 依 据 式 (11-7) ， 总 的 用 户 吞 吐 量 如 下 : 
1 


rr 二 
lL, 

27(2) +210 FE 
TpHY TPpHY 


lick _ |( 1 1 ] 
reay 2 TpHY,1 TPHY,2 


令 xx; 是 用 户 i=1、2 的 活动 状态 ， 如 果 用 户 i 是 活路 的， 则 zx, =1， 否 则 x, =0。 
相应 马尔 科 夫 过 程 的 转移 图 如 下 : 


如 


其 中 ，r; 表示 当 仅 有 用 户 ; =1, 2) 时 的 吞吐 量 : 
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1 


一 

L 1 1 

27(2) +21 + 一 二 一 
TpHY,i; TPpHY,i 


仅 当 = 关 时， 这 个 过 程 是 可 道 的 。 令 j=r/o， 对 于 i=1、2, 令 j=7/0，, 平衡 
方程 如 下 : 


2v7(0, 0) =M7(1, 0) +HM2T(0， 1) 


(+ 上 )T(1, 0) =v7(0, 0) ly 1) 


(v +) 7(0, 1) =v7(0, 0) 0 1) 


我 们 得 到 : 
7(1, 0) eg 7(0,0), 7(0, 1) -BT(0， 0) 
i 0 
从 
其 中 : 
_ 2 
Hi Hs 
2 二 NI Vv +h, 
我 们 推导 得 到 均值 吞吐 量 ; 


= On rn 3 WH nt Or ent 


对 于 所 提 到 的 数值 型 值 ， 我 们 有 : 
六 19M 比特 / 秒 。 7,~8M 比特 / 秒 和 r=11M 比特 / 秒 
我 们 推导 得 到 . 
T(0, 0)=0.30, 7(1, 0)=0.15, 7(0,1)~0.25 和 7(1,1)=0.30 


和 
yi1~4.5M 比特 / 秒 , y =~3.7M 比特 / 秒 


个 人 信息 


姓名 : 

联系 电话 : 
工作 单位 ; 
通讯 地 址 : 
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